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Sieci ztozone jako narzedzie modelowania systemow transportowych
| logistycznych

WSTEP

Praca poswigcona jest charakterystyce problematyki modelowania sieci ztozonych, mogacych
znalez¢ zastosowanie przy opisie i badaniach rdéznego rodzaju systeméw funkcjonujgcych we
wspofczesnym $wiecie, w tym systeméw transportowych i logistycznych. Przedstawiono wyniki
badan ukierunkowanych na modele sieci ewoluujgcych, ktore stanowig aktualnie najlepsze
przyblizenie opisu sieci rzeczywistych.

W literaturze angielskojezycznej, ukierunkowanej na badania sieci, upowszechnit si¢ juz termin
network science, ttumaczony na jezyk polski jako nauka o sieciach [1]. Z uwagi na $ciste powigzania
struktury sieci z jej cechami funkcjonalnymi modelowanie sieci nie stuzy jedynie celom poznawczym
- dzigki uproszczonym modelom mozna w coraz wigkszym stopniu przewidywac¢ zachowanie i rozwoj
sieci w réznych sytuacjach. Znajomos$¢ podstawowych regul ewolucji sieci daje takze mozliwos¢
wplywu na nig — np. znajomos$¢ struktury sieci zaleznos$ci pokarmowych w pewnym ekosystemie
utatwia ochron¢ zagrozonych gatunkéw, a znajomos$¢ regul, okreslajacych rozwoj Internetu, stanowi
warunek efektywnego projektowania wydajnych protokotéw sieciowych. Juz obecnie opracowane
modele teoretyczne sieci WWW sa wykorzystywane do tworzenia oraz testowania wyszukiwarek
internetowych [1].

Powszechny jest poglad, ze pierwszg praca, zwigzang z problematyka sieci, jest artykut L. Eulera,
poswigcony tzw. zagadnieniu mostow krélewieckich (1736). Rozwigzanie tego problemu jest
uwazane za pierwsze twierdzenie teorii grafébw, szeroko wykorzystywanej w opisie sieci. Teoria
grafow rozwineta si¢ w II pot. XIX w. dzigki pracom J. Sylwestera, bedacego tworca pojecia graf -
ang. graph) [3]. W XX wieku grafy zaczgto stosowaé w socjologii - w1933 roku psycholog i socjolog
J. Moreno do opisu struktury spolecznej grupy uczniéw zastosowatl tzw. socjogram — graficzng
prezentacje relacji, wystepujacych pomigdzy cztonkami grupy. Socjogramy znalazly szereg
zastosowan w analizie tzw. sieci spotecznych (ang. social network) [4].

Prace P. Erddsa i A. Rényiego, poswigcone tzw. grafom losowym [5], stanowily przetom
w rozwoju nauki o sieciach. W roku 1998 D. Krakchhardt i K. Carley wprowadzili poj¢cie meta-Sieci
z modelem PCANS (Precedence, Commitment of resources, Assignment of individuals to tasks,
Networks of relations among personnel and Skills linking individuals to resources — pierwszenstwo,
zaangazowanie zasobow, przydzial jednostek do zadan, sieci relacji migdzy pracownikami
1 umiejetnosci wigzace jednostki z zasobami). Pojgcie to stanowi obecnie podstawe koncepcji sieci
obejmujacych rézne domeny powigzane ze sobg i dato podwaliny do powstania dyscypliny nauki
o sieciach, okreslanej jako analiza dynamiki sieci (ang. dynamic network analysis). Badania, zwigzane
z naukg o sieciach, koncentrujg si¢ w ostatnim okresie wokoét opisu matematycznego réznych
topologii sieciowych. M.in. model zaproponowany przez D. Wattsa i S. H. Strogatza (tzw. small-
world network — sieci matych §wiatow) umozliwil uzyskanie duzej zgodnosci pomigdzy danymi
empirycznymi a ich reprezentacja matematyczng [6]. A.-L. Barabasi i R. Albert odkryli zjawisko
bezskalowosci sieci (ang. scale-free network) - wilasciwos$¢ sieci, oznaczajaca jej topologig,
charakteryzujgcg si¢ duzym, spojnym komponentem (hub) z licznymi polgczeniami, rosngcym
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(w sieciach ewoluujacych) w taki sposob, aby zostala utrzymana statos¢ relacji liczby polaczen do
liczby weztow.

Praca stanowi probe nakreslenia ogodlnej charakterystyki sieci — jako obiektu badan naukowych
oraz wskazania na mozliwe obszary zastosowan tej teorii, szczegélnie w obrgbie problematyki
transportowo-logistycznej.

1. ELEMENTY TEORII GRAFOW

Graf G(N,E) definiuje si¢ jako zbior N wierzchotkow (weztow), potagczonych E krawedziami.
Zbioér wierzchotkéw (niepusty i skonczony) grafu G oznacza si¢ jako V(G), za$ zbior krawedzi,
stanowigcych rozne, nieuporzadkowane pary wierzchotkéw, nalezacych do V) oznacza sie E(G).
Za pomoca wierzchotka mozna modelowa¢ np. wezel w sieci drogowej, a za pomocag krawedzi —
relacje miedzy nimi (np. droge laczacag dwa wezly drogowe). Powyzsza definicja okresla grafy proste
(nieskierowane), stanowiace najprostsza klase¢ grafow. Gdy wszystkim krawedziom grafu zostang
przyporzadkowane kierunki (dowolna para wierzcholtkow polgczonych krawedzia bedzie
uporzadkowana), to graf okreSla si¢ jako skierowany (digraf) — w takiej sytuacji zachodzi
jednokierunkowa relacja mi¢dzy wierzchotkami (np. w sieci cytowan pewien artykul, reprezentowany
przez wierzchotek a grafu zostal zacytowany w artykule, reprezentowanym przez wierzchotek Db).
Multigrafem jest graf, w ktérym moga wystepowaé krawedzie wielokrotne (dwa wierzchotki moga
by¢ potaczone wigcej niz jedng krawedzig). Mozna tez przypisa¢ kazdej krawedzi pewng liczbe
(wagg), okreslajaca pewng wiasnos$¢ krawedzi (np. maksymalng przepustowos¢ odcinka drogi). Grafy
z takg wlasnos$cig okresla si¢ jako grafy wazone. Specjalng klasg grafow sg grafy z wierzchotkami
nalezacymi do dwoch roztacznych zbiorow i krawedziami taczacymi jedynie wezly nalezace do
jednego zbioru z weztami nalezacymi do drugiego zbioru weztéw — sg to tzw. grafy dwudzielne (na
przyklad sie¢ obejmujaca zbidr autorow ksigzek 1 zbior tytulow ksigzek).

Strukture grafu przedstawia si¢ za pomocg macierzy kwadratowej o wymiarach NxN, zwanej
macierza sasiedztwa A (ang. adjacency matrix). Elementy a;; macierzy definiuja sposob polaczenia
wierzcholka i z wierzchotkiem j: w grafie prostym macierz A jest symetryczna i zawiera elementy
rowne 1 (krawedz i-j istnieje) lub O (brak krawedzi). W grafach skierowanych Macierz A jest
asymetryczna. W przypadku multigrafow warto$ci a@jj oznaczaja liczbe krawedzi taczacych
wierzchotek i z wierzchotkiem j. Elementy na glownej przekatnej macierzy A sa rowne zeru, za
wyjatkiem sytuacji, gdy graf zawiera petle (krawedzi taczace i-ty wierzcholek grafu z nim samym).
W grafach wazonych elementy macierzy sasiedztwa sa waga konkretnej krawedzi.

Stopien wezla i sieci (wierzchotka i grafu) — k; — to liczba bezposrednich potaczen wezta i z
innymi wierzchotkami sieci. Wierzchotki sieci, potaczone z danym wierzchotkiem krawedzia,
okreslane sa jako pierwsi (najblizsi) sgsiedzi, a zatem stopnien wezta sieci jest réwny liczbie
najblizszych sasiadow. W grafie prostym stopien wezla i jest rowny sumie elementdéw macierzy

sgsiedztwa (liczbie niezerowych elementow macierzy) w kolumnie/wierszu i:
N

; :_ZN:aij => a 1)

i=L
Stad liczba wszystkich krawedzi w sieci:

1 N
L=2Yk (2)
24
I przecigtny (Sredni) stopien wierzchotka:
2L
k)=—. 3
(== ©

W przypadku graféw (i sieci) skierowanych stopnie wejsciowe wezta k" sa w ogolnosci rozne od
stopni wyjsciowych k", przez analogie definiuje si¢ liczbe krawedzi wejsciowych K™ i wyjsciowych
K oraz $redni stopien wierzchotka wejsciowego (k,,) i wyjsciowego (k,,,). Stopien wejsciowy
wierzchotka 1 uzyskuje si¢ sumujac elementy macierzy sasiedztwa wzdhluz kolumn, a stopien
wyjéciowy — sumujac aj wzdhuz i-tego wiersza macierzy.
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kum = iaij ; kiom = i a; (4)
= =1

W sieciach wazonych, w ktorych poszczegdlnym krawedziom przypisane sg wagi, definiuje si¢
stopien wazony, zwany takze silg wezta:
N
= Z ajj (5)
i1

Ciag wierzchotkow 1 krawedzi, zestawionych w taki sposéb, ze kazdy kolejny wierzchotek
sasiaduje z wierzchotkiem go poprzedzajacym i z wierzchotkiem bezposrednio po nim nast¢pujacym
okresla si¢ jako trase w grafie G:

<i’{i’Ul}’Ul1{Ul’UZ}’UZ""1Un’{Un1 1}1 J> (6)

Trasa, w ktorej wszystkie krawedzie sg rozne — to Sciezka. W przypadku, gdy poczatek $ciezki
pokrywa si¢ z jej koncem, tzn. i = j, $ciezk¢ nazywa si¢ cyklem. Droga w grafie G jest ciag krawedzi
{{v1, v2}, {v2, v3}, ..., {vn-1, On}}, spetniajacych warunek, ze koniec krawedzi {vi, vi+1} jest poczatkiem
krawedzi { vis1, vis2} dla kazdego | = 0, ..., n-2, przy czym wszystkie krawedzie i wszystkie
wierzcholki sg rozne. Poczatek krawedzi {v1, v2} - t0 poczatek drogi, a koniec krawedzi {vn.1, vn} — t0
koniec drogi. Dlugoscia drogi jest liczba tworzacych ja krawedzi. Dowodzi sig, ze kazdy element (i, j)
X-tej potegi macierzy sasiedztwa — A* jest rowny liczbie réznych tras o dlugoéci X pomiedzy
wierzchotkami i oraz j. Odlegloscig d(i, j) wierzchotka i od wierzcholka j jest dlugos$¢ najkrotszej
drogi prowadzacej z i do j, lub najmniejsza liczba krawedzi, taczacych wierzchotek i z wierzchotkiem
J. Wierzchotki odlegle od siebie o X krawedzi nazywa si¢ X-tymi sgsiadami.

Graf nazywa si¢ spojnym, gdy dla kazdej pary wierzchotkow i oraz j mozna wyznaczy¢ droge
taczacy te dwa wierzcholki. Odleglo$¢ pomiedzy jego dwoma dowolnymi wierzchotkami i oraz j grafu
spojnego jest najmniejsza liczba x, dla ktorej element a;* macierzy A* jest rozna od zera.

Graf niespojny posiada wierzcholki izolowane i sktada si¢ z pewnej liczby skladowych spéjnych
(komponentow, klasterow). W duzych sieciach, z ktorymi najczgsciej mamy do czynienia (np.
Internet), wigkszos¢ weztow nalezy do jednego, wielkiego, spdjnego komponentu, ktéry mozna
uzyskac¢ zaniedbujac kierunki krawedzi i znajdujac w powstatej w ten sposob sieci nieskierowanej
naJw16;kszy spojny komponent. Wewnatrz niego mozna wyréznic [1]:

najwigkszy silnie spdjny komponent (NSSK) - rdzen sieci skierowanej, w ktorym,

przemieszczajac si¢ wzdtuz krawedzi mozna dotrze¢ z dowolnego wezla do kazdego innego wezla

w NSSK;

— komponent wejSciowy, zawierajacy wszystkie wezly, od ktorych mozna znalez¢ droge do NSSK;

z powyzszego wynika, ze NSSK jest podzbiorem komponentu wejsciowego;

— komponent wyj$ciowy, obejmujacy wszystkie wezty, do ktorych mozna dotrze¢ z NSSK — a zatem

NSSK jest podzbiorem komponentu wyjsciowego;

— wasy - te wezty, do ktdrych nie mozna dotrze¢ z NSSK oraz te, z ktérych nie mozna dotrze¢ do

NSSK;

— komponenty izolowane.

Pojecie spdjnosci sieci (i grafu) ma bezposredni zwigzek z fizyczng teorig perkolacji [10] 1 z teorig
grafow losowych. Z zagadnieniami spdjnosci w grafach prostych wiagze si¢ wazne twierdzenie o
liczbie krawedzi grafu [9], ktore glosi, ze jezeli graf prosty G z liczbg wierzchotkow réwng N ma t
sktadowych (spojnych podgrafow grafu G nie zawartych w wiekszym podgrafie spojnym grafu G), to
liczba E jego krawedzi spetnia nierownosci:

(N-t)<E <(N-t)N-t+1)/2. )

Duze znaczenie w teorii graféw maja pojecia: las 1 drzewo. Las - to graf prosty, ktéry nie zawiera
cykli, za§ drzewo — to las spojny. Drzewo o N wierzcholkach posiada nastgpujace wiasno$ci: nie
zawiera cykli i ma N-1 krawedzi; kazda jego krawedz jest mostem - krawedzig, ktorej usunigcie
powoduje, ze graf przestaje by¢ spdjny; kazde dwa wierzchotki grafu, bedacego drzewem, sa
potaczone doktadnie jedng droga; przez dodanie dowolnej nowej krawedzi do drzewa otrzymuje si¢
graf z doktadnie jednym cyklem [9].
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W sieciach zlozonych duzg role odgrywa parametr charakteryzujacy wlasnosci sieci -
wspotczynnik gronowania (klasteryzacji - ang. clustering coefficient). Termin ten w najprostszej
wersji dotyczy graféw prostych 1 jest miarg charakteryzujaca liczbe krawedzi w otoczeniu badanego
wierzchotka. Jest to iloraz liczby L; istniejacych krawedzi miedzy sasiadami wierzchotka do liczby
wszystkich mozliwych krawedzi migdzy tymi sgsiadami, ktora wynosi ¥ ki(ki — 1). Stad:

c=2h ®)
I ki (ki _l)
przy czym 0 < L < ki(ki — 1)/2, i w zwigzku z tym 0 < C; < 1. Wspdtczynnik gronowania opisuje
zatem prawdopodobienstwo, ze pierwsi (najblizsi) sgsiedzi wezta | s3 wzgledem siebie réwniez
pierwszymi sgsiadami [7].

Istotng rol¢ w analizie sieci, szczegolnie sieci transportowych i logistycznych, odgrywa macierz
sasiedztwa, ktora dla grafow prostych (nieskierowanych) jest symetryczna, co wynika z jej definicji.
Dowodzi si¢, ze ma ona wszystkie wartosci wlasne rzeczywiste i peten zbior ortogonalnych wektorow
wlasnych. Zbior warto$ci wlasnych tej macierzy okresla si¢ jako widmo grafu.

Przez permutacje macierzy sgsiedztwa otrzymuje si¢ grafy izomorficzne (o strukturze, ktéra moze
by¢ uwazana za identyczng). Grafy izomorficzne posiadajg ten sam wielomian charakterystyczny,
zbior wartosci wlasnych, wyznacznik oraz §lad (tzn. sume¢ elementdw na glownej przekatnej
macierzy); nie jest prawdziwa zalezno$¢ odwrotna - grafy z takim samym wielomianem
charakterystycznym nie muszg by¢ izomorficzne.

W przypadku grafow skierowanych macierz | — A (gdzie | - jest macierza jednostkowa) posiada
macierz odwrotng wtedy i tylko wtedy, gdy graf G nie zawiera cykli. Elementy (i, j) macierzy
(1 — A)* sa rowne liczbie wszystkich $ciezek z wierzcholka i do wierzchotka j (przy braku cykli ta
liczba jest skonczona), co bezposrednio wynika z rozwinigcia tej odwrotnosci w Szereg geometryczny:

(I=A)"=1+A+ A2+ A +... (9)
i sumowania liczby $ciezek o dlugosci 0, 1, 2 itd.
Macierz sgsiedztwa grafu dwudzielnego, z dwoma grupami wierzchotkow o liczebnosci r i s ma

postac:
O B
A= , 10
o ol 10)

gdzie: B jest macierzg o wymiarach r x s, a O jest macierzg zerowa. Oznacza to, ze macierz B w pehni

opisuje wlasnos$ci grafu dwudzielnego.
Suma stopni wierzchotkow grafu, K, jest rowna podwojonej tacznej liczbie krawedzi, L:

K=2L=Ya; =) (A%), =TrA’ (11)

przy czym symbol Tr A? oznacza $lad macierzy A? (sume jej elementow diagonalnych). Laczna liczba
cykli stopnia 3 w grafie wynosi [7]:
N, =2 X (A7), = £Tea’, (12)
a liczba potaczonych trojek wierzchotkéw w grafie jest rowna [7]:
T =23 (A7), =2 ki -1) (13)
i%j i
W literaturze [7] mozna ponadto znalez¢ zalezno$¢ pozwalajaca na wyznaczenie wspotczynnika
gronowania catego grafu jako funkcji macierzy sgsiedztwa:
3
C==_ (14)

9> (A%),

i#]
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Ponadto na podstawie macierzy sgsiedztwa definiuje si¢ dtugo$¢ najkrotszej drogi ¢ pomiedzy
wierzchotkami i oraz j: jest to najnizszy wyktadnik potegowy ¢, dla ktoérego element (i, j) jest rézny od
Zera.

(A2), =0; (A), =0, (15)

i =

2. STATYCZNE CHARAKTERYSTYKI SIECI

Sieci roznig si¢ miedzy soba rozkladem stopni wierzchotkéw definiowanym jako rozktad
prawdopodobienstwa P(k). Ogolnie wielkos¢ P(K) okresla udziat weztéw w sieci o stopniu K, innymi
stowy prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany wezet bedzie miat stopien k.

Konsekwencjg uproszczenia uktadow rzeczywistych do zbioru weztdéw i krawedzi (a wigc ich
prezentacji w postaci sieci) jest utrata informacji, z drugiej strony mozna dzigki temu zastosowac te
same narz¢dzia do analizy catkiem odmiennych uktadéw. Badania, prowadzone pod koniec ubiegltego
wieku przez Alberta-Laszl6 Barabasiego doprowadzity do odkrycia nieznanej dotad, ale powszechnie
wystepujacej w sieciach rzeczywistych wlasno$ci: okazato si¢, ze rozklad stopni wierzchotkéw w
sieciach rzeczywistych, ma charakter potggowy, a zatem:

P(kk)=C-k™,a>0. (16)

W konsekwencji rozktad potegowy nie ma naturalnej skali, mowi sig, ze jest ,,bezskalowy”, co
oznacza, ze wielu przypadkach postugiwanie si¢ wielkosciami $rednimi prowadzi do istotnych
bledow. W sieciach takich wiele weztéw ma tylko jedng krawedz, jednoczesnie wystgpuja wezty z
ogromng liczba krawedzi, tzw. huby. Dobrym przyktadem takich sieci jest sie¢ polaczen lotniczych -
w ktorej wystepuje niewielka liczba wielkich wezldw lotniczych oraz bardzo wiele stabo
usieciowionych lotnisk o matej liczbie potaczen [1]. Rozklady takie okre$la si¢ jako ,;rozklady z
thustym ogonem” (ang. fat-tailed distribution). Wyniki badan, prowadzonych przez r6znych autorow,
opisane m.in. w [7] wskazuja na fakt, ze nie wszystkie sieci ,,thustoogonowe” sg sieciami potegowymi
— najlatwiej si¢ o tym mozna przekonaé sporzadzajac wykres zaleznosci P(K) w skali podwojnie
logarytmicznej. Logarytmujac zaleznos¢ (16) otrzymamy:

INP(k)=InC-«alnk. 17)
Wynika stad, ze zalezno$¢ potegowa (16) we wspotrzednych In k, In P(K) staje si¢ rownowazna
funkgji liniowey.

1 10' wy
. (a) *. (b)
0tr . i .

Pk) 10°f . Py 10 .

IE]U' . IOl ..

1 1 1 ]OU L 1
1 10 100 1000 10 000 1 10 100 1000 10 000
k k

Rys. 1. Rozktad empiryczny stopni wierzchotkow dwoch sieci rzeczywistych wspotautorow publikacji a) baza
Medline b) baza SPIRES [11]

Jak wida¢ na rys. 1 rozktad stopni wierzchotkow sieci wspotautorow w bazie Medline nie moze
by¢ aproksymowany prostg zalezno$cig potegowa (16), w przeciwienstwie do sieci wspotautorow w
bazie SPIRES, charakteryzujacej si¢ rozktadem potggowym o wyktadniku a = 1,2 [11].

W pracy [7] przedstawiono przeglad prac ukierunkowanych na wyznaczenie wspotczynnika
gronowania dla sieci rzeczywistych. Wartosci wspotczynnika C dla duzych sieci wynosity od 0,066
dla sieci wspotautorstwa w bazie Medline do 0,79 dla sieci aktorow wystepujacych wspolnie w
filmach. Wspoétczynnik gronowania dla sieci WWW oszacowano na 0,11, a dla Internetu na poziomie
domen — w przedziale 0,18 - 0,3.
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Pojecie ,,sie¢ matego swiata (ang. small world network) pojawito si¢ w zwigzku z eksperymentem,
przeprowadzonym w 1967 roku przez amerykanskiego socjologa S. Milgrama, w ramach ktoérego
wystano 160 listow do losowo wybranych osob, z prosba o przekazanie listu do osoby, ktoérej zdjecie,
nazwisko 1 adres dotaczono do listu. Adresat mogt przestac list bezposrednio do osoby wymienionej w
liscie, o ile znat jg osobiscie, albo przesta¢ go do znajomego, o ktorym mogl sadzi¢, ze zna
poszukiwang osobe lub zna kogo$, kto ja zna. Celem eksperymentu bylo wyznaczenie dlugosci
fancucha znajomych, gwarantujacego dostarczenie przesylki do adresata. 42 listy dotarty do
poszukiwanej osoby, przy czym w kilku przypadkach wystarczyto zaledwie dwoch posrednikow.
Srednia wyniosta szesciu posrednikoéw, w kilku skrajnych przypadkach posrednikéw bylo az
kilkunastu [9]. Milgram wykazat, ze w sieci spotecznej, obejmujacej kilka miliardéw ludzi, przecietna
droga, 1aczaca dwa wezly, sktada si¢ mniej wiecej z szesciu krokdéw. Pojawito si¢ sformutowanie
,»SZe$¢ stopni separacji” lub ,,sze$¢ usciskow dtoni” - od dowolnej osoby na $wiecie dzieli nas
przecigtnie sze$¢ usciskéw dtoni.

W czerwcu 2006 roku Amerykanie E. Horvitz i J. Leskovec przeprowadzili analiz¢ 30 mld
wiadomosci, wystanych z 240 mln komputeréw. Przecigtna droga pomiedzy dwoma dowolnymi
uzytkownikami sktadata si¢ z okoto 6,6 ogniw posrednich.

Jak wida¢, sieci spoleczne mogg by¢ nazwane malymi $wiatami: przecigtna diugos¢ drogi
pomiedzy dwoma dowolnymi weztami sieci jest w mata w pordwnaniu z liczbg weztow, mimo ze
liczba krawedzi nie jest znacznie wigksza od liczby wierzchotkow.

Kolejnym, waznym pojgciem w teorii sieci ztozonych, jest pojecie centralnosci (ang. centrality),
opisujacej wzgledng wazno$¢ wezta w grafie. Jest to takze ocena intuicyjnego odczucia ze w sieci
niektore wierzchotki lub krawedzie sa usytuowane bardziej centralnie (sa wazniejsze) niz inne.
Centralno$¢ definiuje si¢ za pomoca Kkilku miar, sposroéd ktorych najwazniejsze cztery - to stopien
centralno$ci Cp (ang. degree centrality), centralno$¢ sgsiedztwa Cc (ang. closeness centrality),
posrednictwo Cp (ang. betweenness) oraz centralno$¢ wektora wlasnego (eigenvector centrality) [12].
Najstarsze i najprostsze pojecie — to centralno$¢ stopnia, definiowana poprzez liczbge potaczen
(krawedzi), ktorg sie¢ posiada. W przypadku sieci z potgczeniami skierowanymi oddzielnie definiuje
si¢ miary dla krawedzi wejsciowych 1 wyjsciowych (indegree 1 outdegree). W sieciach spotecznych
indegree stanowi miar¢ popularnosci (popularity), a outdegree - towarzysko$ci (gregariousness).
Centralnos$¢ stopnia dla wierzchotka (wezta) v w grafie G = (V, E) definiuje si¢ jako:

Co (V) = deg(v) (18)

Niech v* bedzie weztem z najwyzszg centralno$cig stopnia w grafie G, a X = (Y, Z) bedzie grafem
z wierzchotkami polaczonymi krawgdziami ze zbioru Y, maksymalizujagcym warto$¢ wyrazenia:

Y]

H =2Coly*)-Coly,) (19)

gdzie y* oznacza wezet z najwyzsza centralnos$cig stopnia w X.

Centralno$¢ stopnia dla catego grafu G bgdzie rowna:
V|

~ ;[CD(V*)_CD(Vi )]

Cof6)= T

Warto$§¢ H jest najwigksza, gdy graf X zawiera jeden centralny wezel (wierzchotek), do ktorego
dotaczone sg wszystkie pozostate wezty. Wtedy H = (n - 1)(n - 2).

Naturalng miara, okreslajaca odleglos¢ pomigdzy poszczegdlnymi parami weztdéw w grafie jest
dtugos¢ najkrotszej drogi taczacej te wezly - oddalonos$¢ (ang. farness), ktorg dla wezta s definiuje si¢
jako sume odleglosci do wszystkich pozostalych wezlow grafu, a centralno$¢ sasiedztwa — jako
odwrotno$¢ oddalonosci [13]. Im bardziej centralnie polozony jest wezel, tym mniejsza jest jego
faczna odlegto$¢ do innych weztéw. Dangalchev okresla centralno$¢ sasiedztwa w taki sposob, aby
mozna bylo w tej definicji uwzgledni¢ rowniez grafy, w ktorych nie wystepuja potgczenia pomigdzy
czescig weztdw. Zgodnie z [14]:

(20)
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= 2% (21)

teViv
Miarag centralnosci wegzla w grafie, wzglednie miarg centralno$ci krawegdzi w grafie jest
posrednictwo (ang. betweenness). W przypadku miary centralnosci we¢zta miara ta opiera si¢ ha
zatozeniu, ze komunikacja odbywa si¢ tylko wzdhuz najkrotszych drog. Jesli symbolem djk oznaczy si¢
liczbe najkrotszych drog, taczacych wezty j oraz k, a przez Sjk - liczbe drég, przechodzacych przez
wierzchotek i, to miarg posrednictwa wezta | be;d21e usredniony iloraz tych dwoch wielkosci [15]:

v 5}8
Ca =N 1)(N 2 ZZ (22)
przy czym j, k # 1.

Posrednictwo charakteryzuje odporno$¢ sieci na uszkodzenia wezta - okreéla, ile najkrotszych
drog zniknie w grafie w przypadku uszkodzenia i-tego wezta sieci. W przypadku usuniecia Weztow,
ktérych miara posrednictwa jest najwigksza, pojawig si¢ najwicksze zaktocenia dzialania sieci. Mozna
takze wyznaczy¢ wrazliwo$¢ sieci na usunigcie krawedzi — w takiej sytuacji definiuje sig
posrednictwo krawedzi e zgodnie z zaleZnos’cia['

5(6)

- S @)

J>k
przy czym Bjk(e) oznacza liczbe najkrotszych drog przechodzqcych przez krawegdz e. Za pomoca tej
miary mozna np. analizowa¢ wrazliwo$¢ sieci drogowej na zablokowanie jednego z polaczen.

Centralnos¢ wektora wartoSci wilasnych (ang. eigenvector centrality) jest wskaznikiem
okreslajacym istotnosci (wplyw) wezta w sieci. Wskaznik ten przyporzadkowuje wzgledne miary
wszystkim wezlom w sieci, opierajac si¢ na zalozeniu, ze polaczenia z weztami ocenianymi wyzej
majg wigkszy udziat we wskazniku, niz polaczenia z wezlami ocenianymi nizej. Wariantem tego
wskaznika jest stosowana przez firm¢ Google miara PageRank [16].

Do wyznaczania wskaznika mozna wykorzysta¢ macierz sgsiedztwa A. Niech A = [a,] bedzie
macierzg sasiedztwa grafu G = (V, E), ktorego liczba weztow wynosi |V|. Zaktadamy, ze gdy wezet v
jest potaczony z weztem t, to as = 1, w przeciwnym przypadku a,; = 0. Centralno$¢ wektora wlasnego
dla wezta v mozna zdefiniowacé jako:

Z X == Zath (24)

teM(v) Ais
przy czym M(v) — to zbior sgsiadow wezta v, a A jest stalg (skalarem), ktorg mozna wyznaczy¢ z
rOwnania macierzowego.
AX=AX (25)
Rozwigzanie rownania (25) daje w ogdlnym przypadku wiele réznych wartosci wtasnych A, dla
ktorych istnieje wektor wlasny. Z wymogu, aby wszystkie wartosci wektora wlasnego byty dodatnie,
wynika konieczno$¢ wyboru najwigkszej wartosci whasnej A we wskazniku (24) [17]. v-ta sktadowa
wektora warto$ci wlasnych stanowi miar¢ centralnosci wektora wartosci wlasnych. Opisana metoda
wyznaczania wskaznika moze by¢ uogdlniona dla macierzy sgsiedztwa dla grafow wazonych.

3. MODELE SIECI Z GRAFAMI LOSOWYMI

Najbardziej elementarng klasyfikacja modeli sieci zlozonych jest podzial na sieci
deterministyczne i losowe (zwane takze sieciami przypadkowymi). W sieciach losowych wierzchotki
sg potaczone krawegdziami w sposdb losowy — co oznacza, ze prawdopodobienstwo potaczenia dwdch
losowo wybranych wierzchotkéw wynosi p. Nalezy zaznaczy¢, ze méwigc o modelu sieci losowe;j
rozwaza si¢ nie jeden, konkretny obiekt, lecz calg przestrzen jej mozliwych realizacji Jest to
zasadnicza cecha odrdzniajaca sieci losowe od deterministycznych, w przypadku ktorych nie
dopuszcza si¢ zadnej przypadkowosci [1].
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Rys. 2. Klasyfikacja modeli sieci. Opracowanie wtasne na podstawie [9]

Sieci losowe (zwane takze sieciami przypadkowymi) dzieli si¢ na sieci (konstrukcje) statyczne
i sieci ewoluujace, przez analogi¢ do podziatu fizyki statystycznej na rownowagows (odnoszacg sig
do uktadow w stanie rownowagi) oraz nierownowagowa (obejmujaca uktady niebedace w stanie
rownowagi, ale mogace przebywaé w pewnym nierOwnowagowym stanie stacjonarnym) [9].
Makroskopowe charakterystyki sieci réwnowagowych (liczba weztow 1 polaczen, wspotczynnik
gronowania, rozktad stopni wierzchotkow) nie zalezg od czasu. W przypadku sieci ewoluujacych ich
charakterystyki (m.in. liczba weztéw 1 krawedzi, wzorce potaczen miedzywezlowych), ulegaja
zmianom Ww czasie, cho¢ zmiany te zazwyczaj maja cechy nierownowagowych procesoOw
stacjonarnych.

Podstawg przedstawionej na rys. 2 klasyfikacji modeli sieci jest zagadnienie mechanizméw
wzrostu 1 zmiennosci badanych uktadéw. Przyktadem sieci ewoluujacych moze by¢, na przyktad, sie¢
WWW.

Modele sieci statycznych mozna stosowa¢ do modelowania procesow dynamicznych,
wystepujacych w sieciach rzeczywistych, w ktorych mechanizmy wzrostu sieci nie sg istotne (np.
modele epidemii). W takim przypadku rozwaza si¢ wtasnosci strukturalne sieci, np. rozktad potggowy
stopni wierzchotkow i ich wplyw na funkcjonalno$¢ rozwazanego uktadu.

Klasyczne grafy przypadkowe po raz pierwszy opisata dwodjka matematykéw — P. Erdds i A.
Rényi w 1960 roku. Graf losowy Gy, a doktadniej zbiorowo$¢ statystyczng takich grafow {Gye},
definiuje procedura, sktadajaca si¢ z dwoch etapow:

— najpierw ustala si¢ liczbe weztow N, nalezacych do grafu i wyznacza te wezty,

N
— nastepnie dokonuje si¢ losowego wyboru |E| par sposrdéd wszystkich (ZJ par weztow i1 tworzy

mig¢dzy nimi potaczenia.

W uogblnionym modelu klasycznym parametr |E|, opisujacy liczbe krawedzi, zastapiono
prawdopodobienstwem p wystepowania krawedzi miedzy dowolng parg wierzchotkow.
W zmodyfikowanej procedurze budowy graféow w etapie drugim przypisuje  si¢
z prawdopodobienstwem p potaczenie kazdej z par wierzchotkow [19]. Ze sposobu budowy grafu
losowego wynika, ze zawiera on przecigtnie

N
L=(|E[) = p(zJ:%pN(N -1 (26)

krawedzi, w zwigzku z tym $redni stopien wierzchotka grafu bedzie rowny:
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2L
(k) =N p(N—-1) ~ pN. (27)
Prawdopodobienstwo, ze wybrany wierzchotek bedzie potaczony z k innymi sposrod N — 1
wierzchotkow jest rowne prawdopodobienstwu uzyskania K sukceséw w N — 1 probach niezaleznych z
prawdopodobienstwem sukcesu p 1 prawdopodobienstwem porazki 1 — p , zatem rozktad
wierzchotkdw w grafach losowych jest rozktadem dwumianowym, stad:

P(k)=( o ]pk(l— p)* (28)
Gdy p — 0, rozktad dwumianowy (28) mozna przyblizy¢ rozktadem Poissona:
—<k> k
e "/ (k
P(k) :—< > (29)

k!
gdzie: symbol <k> oznacza $redni stopien wierzchotka — patrz zalezno$¢ (27).

Istotng wada graféw losowych jest waski rozktad stopni wierzchotkow, wynikajacy z malej
warto$ci wariancji, ktora dla rozktadu Poissona jest rowna al = k, stad odchylenie standardowe

stopnia wierzchotka oy = Jk.w konsekwencji wierzchotki o stopniach znacznie przekraczajacych
sredni stopien (k) w klasycznych grafach losowych nie pojawiaja si¢. W zwiazku z tym klasyczne
grafy przypadkowe mozna traktowac jak grafy regularne, w ktorych wszystkie wezly maja ten sam
stopien (k) [9]. Inng wadg grafow losowych, ktéra uniemozliwia ich wykorzystanie w modelowaniu

rzeczywistych sieci ztozonych, jest bardzo mata warto$¢ wspotczynnika gronowania (8). Z uwagi na
zaktadang w procedurze budowy sieci niezalezno$¢ krawedzi, wspotczynnik gronowania dla grafu - C,
a takze dla kazdego wezla sieci - Cj jest rowny prawdopodobienstwu utworzenia pojedynczej
krawedzi, tj.
C=C,=p. (30)
W grafach losowych kazde powstanie potaczenia dwoch weztow krawedzig mozna traktowac jako
zdarzenie niezalezne, a zatem prawdopodobienstwo powstania krawedzi jest takie samo dla dowolnej
pary weztow. Wykazano, ze klasyczne grafy przypadkowe sa matymi $wiatami. Przecigtna odlegtosé |
miedzy dowolng parg weztow w tych sieciach spetnia relacje [9]:
In N

In(k)

Innym modelem konfiguracyjnym grafow losowych sg grafy losowe o zadanym rozktadzie stopni
wierzchotkodw. Procedura tworzenia takich grafow obejmuje nastepujace kroki:

— ustalenie liczby wierzchotkow N;
— dotaczenie do kazdego wierzchotka i = 1, 2, ..., n potowek krawedzi, ktorych liczba k; jest

losowana zgodnie z ustalonym rozktadem liczby krawedzi P(k).

— laczenie potowek krawedzi w sposob 1osowy.

Efektem losowego taczenia krawedzi sg rozne realizacje sieci Zz zadanej na poczatku procedury
sekwencja stopni weztow{ky, ko, ..., kn}. Strukturalne wtasnos$ci tak utworzonych grafow losowych sg
wielkosciami usrednionymi po wszystkich mikroskopowych realizacjach tych graféow [9]. Ich
podstawowg charakterystyka jest $redni stopien wierzchotka grafu:

(ky=>"kP(k) (32)

oraz rozktad Q(K) stopni wierzchotkow, umieszczonych na koncach losowo wybranych krawedzi,
okreslony na N-<k> = 2|E|-elementowym zbiorze potéwek krawedzi, dotaczonych do wszystkich
weztow sieci. Rozktad Q(k) opisuje prawdopodobienstwo dotgczenia losowo wybranej potowki
krawedzi do wezta o stopniu k, moze by¢ tez traktowany jako rozktad stopni weztdw nalezacych do
najblizszego sgsiedztwa dowolnego wierzchotka (nie zalezy od stopnia wezta, ktdrego otoczenie jest
analizowane). Okresla go zalezno$¢:

(31)
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k
Q(k) ZMP(k)- (33)
Wszystkie wierzchotki maja, statystycznie rzecz biorgc, takie same sgsiedztwo - usieciowienie
najblizszych sgsiadow nie zalezy od stopnia wierzchotka — nie ma znaczenia, czy badana si¢ otoczenie
huba, czy wierzchotka o stopniu kK = 1 [9]. Sredni stopien wierzchotka najblizszego sasiada kazdego z
tych wierzchotkéw jest taki sam 1 wynosi:

(k)
<k> =ZkQ(k) =L (34)
nn - <k>

Wynika stad, ze w sieciach o potegowych rozktadach stopni wierzchotkow, w ktorych a (2, 3),
$redni stopien wierzchotka najblizszego sgsiada dowolnego wezta (knn) jest wigkszy niz $redni stopien
wierzchotka, (k), dla calej sieci.

Niech pj oznacza prawdopodobiefstwo istnienia krawedzi migdzy para weztow i oraz j,
o stopniach odpowiednio réwnych ki i k. Jest ono rownowazne prawdopodobienstwu, ze w trakcie
tworzenia sieci przynajmniej jedna sposrod k; potowek krawedzi dotaczonych do wezla i potaczy si¢ z
dowolna sposrod kj potowek krawedzi dotaczonych do j, tj. [9]:

_1-[1- ki~k‘k1 35
P =1 TN | TN (35)

Znajomos$¢ rozktadu stopni wierzchotkow w sgsiedztwie wybranego wezta Q(K) oraz
prawdopodobienstwa istnienia krawedzi pjj umozliwia wyznaczenie parametrow strukturalnych sieci.
Przyktadowo, wspolczynnik gronowania dowolnego wezta w tych sieciach jest rowny usrednionemu,
po najblizszym sasiedztwie tego wezta, prawdopodobienstwu pjj. W obliczeniach uwzglednia si¢ fakt,
ze obydwa wezly i1 oraz j wykorzystaly juz po jednej ze swoich krawedzi, tworzac bezposrednie
polaczenia do tego wezta, dla ktoérego wspdtczynnik gronowania ma by¢ wyznaczony, stad:

(ki —=D(k; -1 k?)—k?
C= ZZ TN Qk)Q(K;) = —(< (if ) (36)
Ponadto $rednia odlegtos¢ mle;dzy dowolnq parg wezlow w badanych sieciach losowych bedzie rowna

[1]:

_ Inf{k?)=(k))-2(Ink)+InN 7,1

In((k*)/(k)) -1 T2

(37)

gdzie: y=0,5772... — stala Eulera.

4. MODELE SIECI EWOLUUJACYCH

W 1999 roku na Uniwersytecie Notre Dame w Indianie przeprowadzono badania, ktorych efektem
byto odkrycie potegowych rozktadéw prawdopodobienstwa, opisujacych liczby potaczen (linkow)
wychodzacych ze stron WWW, a takze wskazujacych na strony tej sieci. Okazato sig, ze siec¢ WWW
jest bezskalowa, w zwigzku z tym opisujac jg nalezy unika¢ okreslen typu ,,wartosci $rednie”. Sieé¢
WWW nie rozwija si¢ wedtug $cisle narzuconych regut, a struktura wystepujacych w niej potaczen
jest efektem indywidualnych decyzji uzytkownikéw, okreslajacych liczbe i rodzaj odno$nikow na
tworzonej stronie WWW.,

Okazato si¢, ze inne sieci rzeczywiste (ang. real world networks) rowniez wykazujg potggowy
rozktad stopni wierzchotkow - m.in. taka sytuacja wystgpuje w przypadku Internetu, sieci telefonii
komorkowej, wielu sieci spotecznych, m.in. sieci wspotpracy naukowej, sieci cytowan, a nawet sieci
kontaktow seksualnych [9]. Rozwazania majace na celu poznanie odpowiedzi na zasadnicze pytanie,
odnos$nie przyczyny bezskalowosci sieci ztozonych przedstawili A.-L. Barabasi i R. Albert w pracy pt.
Emergence of scaling in random networks [20], w ktoérej wykazali, ze potegowy rozklad stopni
wierzchotkbw w  sieciach rzeczywistych jest spowodowany dwoma komplementarnymi
mechanizmami: wzrostem sieci 1 regutami preferencyjnego dolaczania weztéw [1]. Procedura
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powstawania ewoluujgcej sieci Barabasiego-Albert sktada si¢ z nastgpujacych opisanych nizej etapow

[9] —rys. 7:

— w poczatkowej chwili t = 0 sie¢ sktada si¢ z catkowicie polaczonego klastera wierzchotkéw o
rozmiarze mo > 1;

— w kolejnych krokach czasowych t =1, 2, 3, ... do sieci dodawane sg nowe wierzchotki (po jednym
w kazdym kroku), tworzace m < mg potaczen z istniejagcymi wierzchotkami sieci, przy czym nowe
wierzchotki sg dotaczane do juz istniejacych, zgodnie z liniowa reguta preferencyjnego
dolaczania, polegajaca na tym, ze prawdopodobienstwo utworzenia polgczenia z jednym ze
starszych wierzchotkéw jest proporcjonalne do stopnia tego wierzchotka. Na przyktad dla
wierzchotka sieci o numerze i ze stopniem wierzcholka k;:

(k) = Kook (38)

T omt’
k
;,

— ewolucja sieci konczy sie¢ w pewnej chwili t.
W celu wyznaczenia rozkladu stopni wierzchotkow w sieci Barabasiego-Albert (BA)
wykorzystuje si¢ tzw. metod¢ czasu cigglego, w ktdrej oprocz zalozenia o cigglosci czasu dodatkowo
przyjmuje sie, ze stopnie ki(t) wierzchotkdéw sieci rowniez zmieniajg si¢ w sposob ciagly, w zwiazku z
tym w opisywanej metodzie wykorzystuje si¢ Srednie wartosci stopni poszczegdlnych wierzchotkow,
a nie ich doktadne wartosci. Na podstawie tych $rednich stopni wyznacza si¢ rozktad stopni
wierzchotkéw, z czego wynika, ze otrzymany rozktad jest rozktadem usrednionym. Scista metode
wyznaczenia rozktadu stopni wierzchotkéw w sieci BA, mozna znalez¢ m.in. w [7].
Usredniony rozktad stopni wierzchotkéw opisuje zaleznos¢:
2m?
k®
Uzyskany rozktad jest rozktadem potegowym o wyktadniku charakterystycznym o = 3. Proste
modyfikacje zatozen modelu BA prowadza do rozktadow potggowych o innej wartosci wyktadnika
charakterystycznego [7]. Wyrazenie opisujace rozktad stopni wierzchotkoéw w sieci BA ma postacé:
P(k) = 2m(m+1) |
k(k+D(k+2)

P(k) =

(39)

(40)

gdzie k> m.

W granicy, przy k >> m rozktad (40), uzyskany metoda $cista, staje si¢ rownowazny rozktadowi
opisanemu zaleznoscig (39).

Modyfikacja ewoluujacej sieci Barabasiego-Albert bylo uwzglednienie w regule preferencyjnego
dotaczania (38) parametru opisujacego poczatkowa atrakcyjnosé weztéw a, zgodnie z zalezno$cia:

(k) =— k,+a
Z(kj+a)

=1

(41)

Zastosowanie reguly (41) prowadzi do uzyskania sieci bezskalowych, z wyktadnikiem
charakterystycznym o, opisujacym rozktad stopni wierzchotkow, bedacym funkcjg parametru a:
a=3+2. (42)
m
Prawdopodobienstwo I1(kj) nie moze by¢ ujemne, co oznacza, ze parametr @ > -m, przy czym,
analogicznie, jak w sieci BA, m = ki(t) < ki(tj) jest najmniejsza liczba potgczen dotgczonych do
wierzchotka i. Po wstawieniu granicznych wartosci parametru a do wyrazenia (42) otrzymuje si¢
graniczne warto$ci wyktadnika charakterystycznego a dla rozktadu stopni wierzchotkéw w badanych
sieciach: o € (2, ). Wynika stad, ze uzupehienie liniowej reguty preferencyjnego dotagczana weztow
w procedurze konstrukcyjnej sieci BA o poczatkowg atrakcyjno$¢ weztdw umozliwia uzyskanie sieci
bezskalowych o wyktadniku charakterystycznym o # 3 [9].
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Najbardziej naturalnym uogo6lnieniem modelu BA bylo zastgpienie liniowej reguty
preferencyjnego dotaczania weztéw regula nieliniowa o postaci:
k/

Yki
=

przy czym y > 0. Przyjecie powyzszej reguly znaczaco wpltywa na charakter rozktadu stopni
wierzchotkéw sieci. Sieci bezskalowe uzyskuje si¢ tylko dla y = 1 (przypadek sieci BA). Dlay < 1
uzyskuje sie rozktad potegowy z obci¢ciem wyktadniczym, a dla y > 1 mozna zaobserwowac zjawisko
kondensacji, polegajace na pojawieniu si¢ w tych sieciach pojedynczego superwezta, skupiajacego
makroskopowg liczbe krawedzi uktadu. Dla y > 2 istnieje skonczone prawdopodobienstwo, ze taki
wierzchotek (ang. gel-node) bedzie potgczony ze wszystkimi weztami sieci [9].

W opisanym wyzej modelu BA i w jego uogodlnieniach, dodawane do sieci nowe wierzchotki
mialy jednakowe wlasnosci - jednakowg poczatkowa liczbe krawedzi, a nawet jednakowa poczatkowa
atrakcyjnos¢. W uktadach rzeczywistych prawie nigdy nie mamy do czynienia z takg sytuacja. Nowe
wezty dodawane do sieci rzeczywistych zawsze cechuje pewna rdznorodno$¢ adaptacyjna (ang.
fitness). Istnieje mozliwos¢ takiej modyfikacji reguty preferencyjnego dotaczania weztdow w sieciach
BA, by odzwierciedlala ona wspomniang réznorodno$¢ adaptacyjng wierzchotkow sieci
rzeczywistych:

M(k) = (43)

Mk ) =15 (44)
Z’?J‘kj

W zaleznoS$ci (44) n; jest parametrem adaptacyjnym — czyli zmienng losowa o rozktadzie p(n),
przypisywanym weztowi w chwili dodawania go do sieci. Usieciowienie ki(t) wierzcholka i nie zalezy
teraz wytacznie od momentu t, w ktérym zostat dodany do sieci, bowiem nowe, lepiej przystosowane
wierzchotki o duzych warto$ciach parametru n; moga znacznie szybciej niz stare gromadzi¢ nowe
potaczenia. W pracy [7] pokazano, ze jednorodny rozktad parametrow dopasowania p(n) = const
prowadzi do rozkladow stopni wierzchotkow majacych thuste ogony, a $cislej do rozktadow

potegowych z logarytmiczng korekta:
k—1+C

Ink

P(K) oc (45)

ze stalg C = 1,255 wyznaczong numerycznie [9].

Powaznym ograniczeniem w opisanych wyzej sieciach ewoluujacych i ich modyfikacjach jest fakt,
ze liczba krawedzi |E| byta liniowa funkcja liczby weztow N, w zwigzku z czym $redni stopien
wierzcholka (k) nie zalezy od czasu. W rzeczywistych sieciach ztozonych wystepuja inne wlasnosci —
np. liczba krawedzi przyrasta w nich szybciej niz liczba wierzchotkow. Takie sieci okresla si¢ jako
sieci 0 przyspieszonym wzroscie. W wigkszosci wypadkow przyspieszony wzrost sieci moze by¢
zwigzany z innymi czynnikami — mogg np. powstawa¢ nowe potaczenia pomigdzy starymi
wierzchotkami sieci, a inne krawedzie, reprezentujace relacje migdzy wierzchotkami, moga znika¢. W
innych wariantach sieci z przyspieszonym wzrostem liczba nowych pofaczen m, jakie tworza
wierzchotki w chwili dodania do sieci, moga by¢ potegowo zalezne od jej rozmiaru: m(t) o« t*, gdzie
a > 0. W przypadku przyjecia takiej reguly preferencyjnego dotaczania, opisanej zalezno$cia:

I1(k,t) oc k + Bt” (46)
sieci maja potegowy rozkltad stopni wierzchotkow =z wyktadnikiem charakterystycznym
a=2+B(1+a)/(l-Ba)[9]

Opisane wyzej reguly preferencyjnego dotaczania majg zasadniczg wade - dotgczanie nowych
wierzchotkéw wynika ze znajomosci stopni wszystkich wczes$niej dodanych weztow, a z reguty taka
informacja nie jest dostepna dla pojedynczego wezta. W zwiagzku z tym opracowano modele sieci
ewoluujacych, w ktorych lokalne mechanizmy dzialajg analogicznie do zasady preferencyjnego
dodawania wezlow, przy czym nie wymaga to znajomosci struktury catego uktadu. To wlasnie
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lokalne struktury wzrostu w tych sieciach narzucajg bezskalowy charakter rozkladu stopni
wierzchotkow.

Model sieci skierowanych z mechanizmem kopiowania opisuje ewolucje sieci WWW, w ktorych
tworzenie nowych stron WWW zwykle ma zwigzek z czgsciowym kopiowaniem juz istniejacych
stron 1 znajdujacych si¢ na nich hyperlinkéw. Procedura konstrukcyjna z mechanizmem kopiowania
ObeJmUJe nastepujace kroki [9]:

wzrost sieci rozpoczyna si¢ w chwili t =0 od pierwotnego klastera, zbudowanego z my > 1

wierzchotkow, przy czym kazdy z nich posiada m < mg krawedzi, taczacych je z innymi, losowo

wybranymi wierzchotkami tego klastera;
— w kolejnych krokach czasowych t = 1, 2, 3, ... dotaczane sg nowe wierzchotki (w kazdym kroku
jeden), w taki sposob, ze w chwili powstania kazdy wierzchotek ma k" = 0 potaczen wchodzacych

i k™ = m polaczen wychodzacych, z docelowymi wierzchotkami kopiowanymi z losowo

wybranego, starszego wierzchotka tej sieci; konce wychodzacych  krawedzi  z

prawdopodobienstwem p dotaczane sg do innych, losowo wybranych wierzchotkow;
— wazrost sieci konczy si¢ w chwili t.
W tak zdefiniowanym modelu kazdy wierzchotek sieci ma doktadnie m wychodzacych potaczen:

Pou(k*) = 5(k**" —m), (47)
a rozklad liczby potaczen wchodzacych do dowolnego wierzchotka jest opisany prawem potegowym:
P (k™) oc (k™)™ (48)
z wyktadnikiem charakterystycznym
a=2"P (49)
1-p

nalezagcym do przedziatu (2, ).
Roéwnanie, opisujace tempo zmiany w czasie Sredniego stopnia dowolnego wezta, ma postac:
akln kln
| o =( ) + mp (50)
W powyzszym réwnaniu K" oznacza wejéciowy stoplen w1erzch01ka, dodanego do siect w chwili
ti. Stopien ten wzrasta 0 1, gdy wierzchotek jest sasiadem wezta, ktorego krawedzie zostalty w danym
kroku czasowym skopiowane, z prawdopodobienstwem rownym Ki/t, przy czym skopiowane
potaczenie do tego wezla nie zostalo przetaczone (prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest roéwne
1-p). Drugi wyraz po prawej stronie rownania (50) opisuje $rednig liczbe tych sposréd przetaczonych
krawedzi, ktore trafity do rozwazanego wezta [9].
Rozwigzanie réwnania rozniczkowego (50) przy warunku poczatkowym Kin(t) = 0 jest

nastepujace:
K" (t) = —_P [lJp—l. 51
0 (1_p)[ ti (51)

Opisuje ono zmienno$¢ stopnia wejsciowego dowolnego wierzchotka sieci, gdy ta sie¢ rosnie. Na
podstawie tej zalezno$ci mozna wyznaczy¢ rozktad stopni wierzchotkow Pin(Kin).

W pracy [1] pokazano, ze lokalny mechanizm kopiowania jest rownowazny regule
preferencyjnego dotgczania weztow, stanowigcej podstawe modelu BA. Losowo wybrane krawegdzie
sa czesciej dolaczane do wierzchotkdw wyzszych stopni — kopiowanie przez nowy wierzchotek
potaczen wychodzacych z losowo wybranych starszych wierzchotkow przynosi efekt podobny do
dotaczania tych krawedzi do preferencyjnie wybranych wierzchotkow.

W sieciach Barabasiego-Albert prawdopodobienstwo przytaczenia nowej krawedzi zalezy od
stopnia docelowego wierzchotka, w konsekwencji starsze wierzchotki majg z czasem coraz wyzszy
stopien 1 nigdy si¢ nie starzeja. W sieciach rzeczywistych, a szczegdlnie w sieciach spotecznych (np.
sieci wspotpracy naukowej, sieci cytowan) zdolno$¢ starszych weztow do przyjmowania nowych
krawedzi maleje z czasem, a nawet moze dojs$¢ do sytuacji, w ktorej wezet staje si¢ nieaktywny.
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Ponizej przedstawiono procedura tworzenia modelu sieci ewoluujgcej z uwzglednieniem efektow

starzenia si¢ wierzchotkow:

w chwili t = 0 sie¢ obejmuje catkowicie potaczony klaster o rozmiarze mg > 1, ze wszystkimi
wierzchotkami aktywnymi;

w kolejnych krokach czasowych t = 1, 2, 3, ... do sieci dodawane sg nowe wierzchotki z m
potaczeniami z aktywnymi wierzchotkami tej sieci, przy czym w kazdym kroku czasowym w sieci
jest jedynie m aktywnych weztéw; dodanie do sieci nowego wierzcholka jest rownoznaczne z
dezaktywacja jednego z m +1 aktywnych wierzchotkow; jednoczes$nie zaklada si¢, ze
prawdopodobienstwo dezaktywacji wierzchotka i jest funkcjg jego stopnia K;:

1

alk) ==, (52)
a+k

t -1
przy czym 7—1={ (a+ ki)l} - jest stala normalizacyjna, za$ a > -m jest odpowiednio
=1

dobrang stata;
zakonczenie wzrostu sieci nastepuje w pewnej chwili t.
Efektem dziatania powyzszej procedury sg sieci bezskalowe o rozktadzie stopni wierzchotkow

opisanym zalezno$cig P(K) o« k” z wykladnikiem charakterystycznym o > 2 i wysokim
wspotczynnikiem gronowania C = 5/6 [7]. W modelu z efektem starzenia si¢ sieci zasada
preferencyjnego dotgczania wierzchotkow, skutkujaca bezskalowym charakterem tworzonych sieci,
jest konsekwencja lokalnych regut wzrostu tych sieci, bowiem nowo dodany wierzchotek posiada
tylko czastkowa informacje o strukturze sieci, ograniczong do matej grupy aktywnych wierzchotkow
stanowigcych lokalne srodowisko tego wezta.

Ostatnig omawiang w niniejszej pracy klasag modeli ewoluujacych sa wazone sieci bezskalowe.

Procedura tworzenia takich sieci sktada si¢ z nastepujacych etapow [7]:

rozwdj sieci rozpoczyna si¢ od catkowicie polaczonego klastera, ztozonego z mp > 1
wierzchotkoéw z poczatkowymi wagami wszystkich krawedzi rownymi wo;

w kazdym kolejnym kroku czasowym t = 1, 2, 3, ... do sieci dodawany jest jeden nowy
wierzchotek; tworza one m < mp nowych polaczen z wezesniej utworzonymi wierzchotkami tej
sieci; nowe wierzcholki tworzone sg zgodnie z liniowa regutg preferencyjnego dotaczania, przy
uwzglednieniu sity docelowego wezta i, a nie jego stopnia ki, zgodnie z zaleznoscia:

I(s,) o 5, (53)
nowym krawedziom przypisywana jest taka sama waga W, Skutkiem czego w chwili dodania do
sieci, sita nowego wierzchotka jest rowna Sj(tj) = mwg przy stopniu wierzchotka rownym ki(tj) = m;
ponadto dotaczenie do starego wierzchotka nowej krawedzi, poza zmiang stopnia i sity tego
wierzchotka odpowiednio rownymi Ak; =1oraz As; = Wy, skutkuje zmiang sity wierzchotka o
dodatkowa wartos¢ & reprezentujacg dodatkowy wzrost sity wezta spowodowany dotgczeniem do
niego nowej krawedzi:

s+ =s,(t)+w,+0; (54)
przyjmuje si¢ ponadto reguty zmiany wag krawedzi: jesli do wierzchotka i zostata dotgczona nowa
krawedZ, to wagi pozostalych krawedzi tego wierzchotka ulegaja modyfikacji zgodnie z
zaleznoscig:

W; (t+1) = wy () + Awg (55)
przy czym zaklada si¢, ze zmiana Awjj jest proporcjonalna do wyjsciowej wagi potaczen, t].
w; () w; (t)
2w s
J

koniec ewolucji sieci moze nastgpi¢ w dowolnej chwili t.
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Aby wyznaczy¢ rozktad sit wierzchotkow w wazonych sieciach bezskalowych wykorzystuje si¢
wspomniang wczesniej metode czasu ciaglego. W wyniku jej zastoOsowania otrzymuje si¢ potegowy
rozktad sit wierzchotkdw P(s) oc s, przy czym:

_46+3

o= .
26 +1

(57)

Dla nieujemnych warto$ci & wykladnik rozktadu (57) zmienia si¢ w granicach od o =2 do a = 3,
co jest charakterystyczne dla potggowych rozktadow sit wierzchotkow w sieciach rzeczywistych.

Korzystajac z metody czasu cigglego mozna wykazaé, ze rozklad potegowy opisuje réwniez
rozktad stopni wierzchotkéw oraz rozkltad wag potaczen miedzyweztowych. Takie wlasnosci sa
charakterystyczne dla wielu rzeczywistych sieci wazonych, a w szczegdlno$ci sieci polgczen
lotniczych [7].

WNIOSKI

Termin ,sieci zlozone” pochodzi od S.N. Dorogovtseva i J.F.F. Mendesa, autorow ksigzki
»Evolution of Networks. From Biological Nets to the Internet and WWW?” [7]. W literaturze poj¢cie
to pojawilo si¢ pod koniec lat 90. ubieglego wieku, gdy badacze, zajmujacy si¢ réznymi dziedzinami
nauki — informatycy, biolodzy, socjolodzy, fizycy, matematycy — zaczeli opisywaé i modelowaé rozne
rzeczywiste sieci, z ktorymi stykali si¢ w swej dzialalnosci. Termin ten odnosi si¢ do sieci,
charakteryzujacych si¢ bardziej skomplikowang architektura, niz sieci opisywane za pomocg grafow
losowych z okres$long (zadang z gory) liczbg wierzchotkéw i potaczen (krawedzi). Charakterystyczng
cechg sieci ztozonych jest obecno$¢ w nich silnie potaczonego zespotu wezidw (tzw. hubu),
odgrywajacego w tych sieciach kluczowa role. Przyjecie takiego opisu topologii sieci sprawia, ze
znakomitg wigkszo$§¢ wspotczesnie funkcjonujacych sieci mozna uzna¢ za sieci zlozone.
Zainteresowanie badaczy tymi sieciami nie wynika wylgcznie z faktu zainteresowania sieciami
ztozonymi o kluczowym obecnie znaczeniu — Internetem i sieciami telekomunikacyjnymi.
Najwazniejszym powodem zainteresowania sieciami ztozonymi jest fakt, ze ich wlasnos$ci
topologiczne 1 struktura roznig si¢ od wilasnosci i struktury opisanych juz i1 do$¢ dobrze zbadanych
sieci 0 strukturze kraty — sieci i ich funkcjonowanie nie moga by¢ analizowane w oparciu o teorie
opracowane dla krat o skonczonej liczbie wymiarow — konieczne jest, zatem, nowe spojrzenie na
analize sieci ztozonych i opracowanie nowych metod badawczych, opartych przede wszystkim na
metodach fizyki i mechaniki statystycznej.

Przedstawione wyzej charakterystyki 1 wilasnosci sieci ztozonych moga by¢ wykorzystane do
efektywnego i wydajnego opisu sieci transportowych (np. sieci komunikacji publicznej na okreslonym
obszarze, sieci drog publicznych, sieci kolejowej itp.), jak rowniez sieci logistycznych (np. sieci
zaopatrzenia 1 dystrybucji duzych organizacji handlowych, sieci przesylek pocztowych). Z tego opisu
teoretycznego wynikaja konkretne wnioski o charakterze praktycznym — np. w Sieci transportu
publicznego mozna rozwaza¢ rdézne konfiguracje sieci w celu identyfikacji jej slabych miejsc
(waskich  gardet), poszukiwania rozwigzan alternatywnych, zapewniajacych jej lepsze
funkcjonowanie. W Politechnice Swigtokrzyskiej prowadzone sa obecnie badania ukierunkowane na
budowe modeli sieci transportowych, oparte na przedstawionych wyzej rozwazaniach teoretycznych.

Streszczenie

Praca poswiecona jest charakterystyce problematyki modelowania sieci zlozOnych, moggcych znalezé
zastosowanie przy opisie i badaniach roznego rodzaju systemow funkcjonujqcych we wspotczesnym Swiecie,
w tym systemow transportowych i logistycznych. Przedstawiono wyniki badan ukierunkowanych na modele
sieci ewoluujgcych, ktore stanowiq aktualnie najlepsze przyblizenie opisu sieci rzeczywistych.
Scharakteryzowano rozne modele sieciowe, poczynajqc od sieci, bazujgcych na grafach losowych, a konczgc na
stosunkowo niedawno opisanych modelach sieci ewoluujgcych. Zdaniem autoréw opisane w pracy modele sieci
ztozonych mogg by¢ praktycznie wykorzystane do opisu sieci transportowych i logistycznych, a badanie modeli
takich sieci moze przynies¢ wymierne korzysci praktyczne.
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Complex networks as the transportation and logistics networks modelling
tools

Abstract

The aim of the contribution was to characterize a problem of complex networks modeling, which can be

used for description and a study of various types of systems functioning in the modern world, including
transport and logistical systems. The results of research concentrated on evolving network models, which are
currently the best approximation of actual description of the network have been presented. Various network
models, starting from the network models, basing on random graphs, and ending with the relatively recently
described models of evolving networks have been described. According to the authors the models of complex
networks presented in the contribution can be practically used for the transport and logistical systems
description, and test models of such networks can bring tangible practical benefits.
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