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Streszczenie

Praca zawiera kilka rénych podei¢ do zagadnienia stateczfod modeli matematycznych pojazdéw szynowych
i samochodowych. Przeprowadzono analizstatecznéci technicznej modelu matematycznego  opi€raj
sie na wiasciwasciach maksymalnej i minimalnej wasto wtasnej macierzy stanu (otrzymanej z réwmachu ukfadu
pojazdu szynowego z wozkami 25TN) oraz wyznachajkcg Lapunowa. Zbadano stateczidego modelu ze wzglu
na parametry, na ktére funkcja Lapunowa jest najlzégj wraliwa (badania wrdliwosci pokazano w pracy [3]).
Drugie zadanie to badanie statecZoiotechnicznej stochastycznej (definigaczerpnito z pracy [4]) nieliniowego
modelu matematycznego pojazdu szynowego (wagonrowwwaz wozkiem 25 TN) oraz pojazdu samochodowego
(samochod Ferrari). W obydwu przypadkach zaburzenizhodzity od nieréwnai toru i nierébwndci drogi. To zadanie
zostalo zrealizowane dla #dych parametrow pojazdu szynowego i samochodowafggniki te odnoszono
do rzeczywistych obiektéw np. w poige samochodowym do statecmiccamochodu zdefiniowanego w normie 1SO
8855:1991.

STABILITY OF RAILWAY AND ROAD VEHICLES

Abstract

This work contains several different approachethtosubject of stability of mathematical modelsaifvay and road
vehicles. Analysis of stochastic technical stabilif mathematical model was conducted basing onptioperties
of maximal and minimal eigenvalues of state mafderived from the equations of motion of the raijweehicle
with the 25TN bogies) and defining the Lapunov tionc Stability of this model was examined in vawhe parameters,
on which the Lapunov function is most sensitivadqis@ity analysis was shown in [3]). Second taskhie examination
of stochastic technical stability (definition fromork [4]) of nonlinear mathematical model of railwaehicle (freight car
with 25TN bogies) and road sport car (Ferrari). both cases the disturbances originated from theveneess
of the track or road respectfully. This task waslised for different parameters of both railway anmhd vehicle.
The results were related to real object, for examiplroad vehicle to the stability defined in therm 1SO 8855:1991.

1. WSTEP

Stateczn& modeli matematycznych jest jednym z zmgch zada badawczych, ji dodamy, ze jeli model
matematyczny opisuje dynamikiktadu rzeczywistego to wyniki powinny bydnoszone do warunkéw rzeczywistych.
Aby tak byto trzeba odpowiedziena dwa pytania, po pierwsze jak zostat przepromagproces identyfikacji struktury
i parametréw oraz po drugie jak do modelu wprowadza@aburzenia zewtrzne wywolujce zjawiska dynamiczne
w badanym modelu. Odpowiedzi na te pytania pozwalajdobor metody badania statecmionodeli matematycznych
opisupcych obiekty rzeczywiste. Obiekty te to pojazdy sahodowe i szynowe. Dla modeli tych obiektéw zasteeno
wspOllm metod badania statecziai.

Zagadnienie badania stateczcianodeli matematycznych zaczergoi z prac [1], [2], [3] oraz [6]. Zadania te odngsz
sie do badania modeli matematycznych opisygh rzeczywiste obiekty. Modele wyznaczano po esoe identyfikacji
parametréw i struktur.

Przeledzenia wymaga proces doboru metody badania gtak&c modelu matematycznego w aspekcie identyfikaciji
parametréw i struktury oraz uwzghnienia charakteru zaburzewywotujacych zjawiska dynamiczne w modelach
matematycznych. To zadanie powinno réwnapowiadd na pytanie, dla jakich warunkéw dma wyniki z modelu
matematycznego odriedo obiektu rzeczywistego funkcjomaggo w okrélonych, rzeczywistych warunkach.

Przedstawione zostaty wyniki badania stateéendla r&nych przyjmowanych zajen.

2. PRZEGLAD METOD BADANIA STATECZNOSCI
Dobdér metody badania stateczoomodelu matematycznegedrzie zaleat od cech danego modelu. Podziat taki to

gtéwnie dwie grupy: modele liniowe i modele nietimie. Dla badania modeli liniowych ukladu o wielwmtiach
swobody stosuje sinajczsciej rachunek macierzowy. slieruch mas takiego uktadu opiszemy réwnaniem
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Aq +Bg +Cq=F(t) @)

gdzie:

J - wektor wspotrgdnych uogdlnionych,

A — macierz masowo — bezwtadomwa,

B — macierz ttumig,

C - macierz sztywnai,

F (t) — wektor zaburze

to réwnanie ména przeksztat¢ido réwnania w postaci

X =G X )

_ AL _ AL =
Go|TATB -ATCI q
[ O, q

diml =dimQO, =nxn, dimG =2nx2n.

gdzie:

Réwnanie (2) nazywaerdéwnaniem stanu, a macierz G nazywarsaciera stanu. ROwnowaaos¢ rownania (1) i (2)
wykazano w pracy [3].

W wyniku rozwazywania réwnania (2) otrzymamy wadtdi wektory wiasne. Z punktu widzenia badaniaetahdci
réwnania (1) bdziemy s¢ zajmowa badaniem wartai wtasnej, ktég zapisujemy w postaci

A =a, +ib, 3)

gdzie:
a, - wspotczynnik ttumienia; i dla Wszystkichq <Q to ruch obiektu jest asymptotycznie stateczny msgeLapunowa.

Wykorzystupc wyniki obliczer wartasci wkasnych dla liniowego modelu matematycznegaapdji szynowego (wagon
towarowy z wdézkami 25 TN) badano statecgn@ wyniki bada mazna znalé¢ w pracy [3].

Inna metod, badania stateczéc modeli matematycznych jest metoda oparta o kieyte Hurwitza. Jednak tej metody
nie mana poleat dla praktycznych zastosowaydyz dla uktadu o wielu stopniach swobody sprawdzensunkow
Hurwitza jest niezwykle pracochtonne ayaie metody numerycznej jest efektywniejsze dla mazania wartai
whasnych.

W badaniach poprzednio wspomnianego modelu (wagaarbwy z wozkami 25 TN) matematycznego dla drga
poprzecznych zestawu wykorzystano defigijatecznéci technicznej [3]. Przedstawione metod badania stateczici
dla uktadéw liniowych z losowymi zaburzeniami. R@ania cytowane za pra¢4].

Przeksztalcag réwnanie (1) otrzymamy

AA'Z+BA'Z+CAZ=R(,p), (4)
gdzie:
a =a.%, =14,
4 =37, i =56,
q =az, =78
g =a,z, i =910,
0 =as%, i =11,

dla ktérych R, obszaruQ jest réwne 1 i dlatego nae by przeksztatcone w przestiza-wymiarova. Mnozac lewa
strorg uktadu (4) przeg AA') ™ oraz sprowadzag go do wspéhdnych stanu otrzymano nagtijacy uktad rowna

. e o ) (®)
u=-Cz-Bu+P(t)

1036

Logistyka 3/2012



Logistyka - nauka

gdzie P(t) = (AA) ' R(t, p), ktére w efekcie mee zosta przedstawione w nagiujacej postaci:
W =Dw+F(t,p), (6)

D= { O11 Ill :|
-C, -B
macierz blokowa 22 x 22,
O,, — macierz zerowa 11 x 11,

gdzie

|, — macierz jednostkowa 11 x 11,

0
0
Fex=| |
R (t,x)
| PL(t,X) |
B, = (AA)'BA,, W= Z} C, = (AA)CA.
u

tatwo wykaza, ze dla réwnania (6) warunki omawianego twierdzeniatoieniu rozwizania § spetnione. Oznacza
to, ze

[[D+F 0/t =[|F ¢, P)ldt< A(AA) R, B,

gdzie A(X) - najwikszy pierwiastek charakterystyczny macier2¢, natomiast dlaR(t, p) przyjeto, ze jest
ograniczone i dlatego

IDW, + F (t, p) - DW, - F (t, )| =|D(W, - W,)| < | D[ [w, - W],
||D|| — norma macierzyD dla zdeterminowanych wagti parametrow.

Nastpnie wyznaczono funkejLapunowa, ktéy dla uktadu (6) zdefiniowano jak pasi:
_ .1 . 1_ =
V(W):V(z,u)=§uTu +ZZT(C1+ClT)z, @)

gdzie indeks gérnyl oznacza transpozycj
W kolejnym kroku policzono pochodrfunkciji Lapunowa wzgidem rozwizan uktadu (6). Zostata ona oltena
przez nasipujaca zaleznosc:
d°Vv

T -u" (B, +B/)u. ®)

Szczegbtowe rozwania mana znaleé¢ w pracy [4]. Otrzymane wyniki magnatomiast zosta wykorzystane
w programie wykorzystagcym numeryczne metody badania stateéeno
W analizie stateczroi wyszczegoélniono trzy parametry, ktére, jak skazato, maj najwickszy wplyw na obszary

statecznéci. & to: k, — sztywné¢ miedzy wozkiem a korpusem wagonu kolejowego wokotQai A — ekwiwalentna
stazkowata¢, V — prdkosé. Wybor wymienionych powsej parametréow wynika z analizy wiavosci oraz
z praktycznych mdiwosci modyfikacji elementéw rzeczywistej konstrukgak i warunkéw eksploatacji. Zakladaj ze
A jest stata dla stabilnych profili i rowna 0.03&dkie analizowany wptyw, jaki majparametryk , orazV na obszary

statecznéci w prostolcie wyznaczonym przez naptijace nierébwnéci:
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K

Y min

<k¢/<k

W max

9)

Vmin <v< Vmax'

Nalezy podkréli¢, ze dla stateczrgi liniowego ukladu zdefiniowanego w ten sposobwmtatiest udowodrd, ze
warunkiem koniecznym, aby system byt stabilny wuroiEeniu stochastycznym technicznym jest jego stakilw sensie
Lapunowa. Przyktadowe wyniki oblica@mumerycznych przedstawiono w tabeli 1.

Tab. 1. Przyktadowe wyniki badania stateconoktadu liniowego

v=60[km/ h] A =0.038 Ky max = 10°[Nm/rad]
Ky mn =10°[Nm/rad]
Graniczne wartgci kw dla stateczriwi w sensie Graniczne wartgci kw dla stateczriwi w sensie
Lapunowa technicznym i stochastycznym
k, = 5.7010°[Nm/rad] k, = 65010 [Nm/rad]
k, =2010" [Nm/ rad] A=0038 v, =150km/h]

Vi = 20[km/ h]
Graniczne wartici V dla stateczniwi w sensie Graniczne wartici V dla stateczniwi w sensie
Lapunowa technicznym i stochastycznym

v=710km/h] v =47[km/h]

Z przedstawionych rezultatow wiélaze granice stabilnii dla ruchéw poprzecznych zafe s od parametréw
uktadu. Wane jest aby zaburzenia znalazly si okre&lonym obszarze.

Dalej rozwinkto badania stateczém wykorzystupc definicje stateczrioi technicznej stochastycznej (STS), ktor
zastosowano dla badania uktadu z losowymi zabusr@nDefinicja na podstawie pracy [2].

Statecznéc techniczna stochastyczna jest defigidjtora najlepiej, spérdd znanych definicji, mma wykorzysta do
badania ruchu modeli matematycznych obiektéw texzmyich. Gtéwnym atutem tej definicji jest atiovos¢ analizy
ruchu modelowanego uktadu przy wymbdwaniu losowych zaburagpochodzcych np. od nieréwriei nawierzchni drogi
w przypadku badania ruchu modelu matematycznegodamdu czy nieréwriei toru przy badaniu statecziud ruchu
pojazdu szynowego. Wyniki baiianazna odnié¢ do wynikow bada rzeczywistych obiektow technicznych.

Zatozenia.

Dany jest uktad rownastochastycznych

dx _
E - f[X,t,qt(t)] (10)

gdzie X = (Xy,...,X,,) oraz f(x,t,y) =(f,,...,f,) sa wektorami, natomias¢ (t) = (¢;...,&,), t = Ojest procesem
stochastycznym opisagym losowo wysipujace zaburzenia. Dla funkcjf (X,t,Yy) przyjeto zatazenia,ze jest okrélona
dla kazdegox JE,,yOE, i t 2 0. Przygto réwniez, ze dla procesu stochastycznedd0,t, £(t)) zachodzi

.
P{ j | (Ot,&(t))|dt < oo} =1, dla kadegoT >0 (11)
0
Zatozono réwnie istnienie procesu stochastycznefgpX ,t,&(t)), ktory spetnia kryterium Lipschitza w przedziale
[0, T]

[ 061, E@) — 04,6 E@)] S )%, — X (12)

dla innego procestf(t) , bezwzgtdnie catkowalnego w danym przedziale.

Wynikiem powyszych zataen jest istnienie tylko jednego rozamiania z warunkami poatkowymi t =t, oraz
X(to) = X, , ktore jest procesem stochastycznym bezydrgé cagtym, z prawdopodobiestwem 1 dlat = t,.

Definicja statecznixi technicznej stochastycznej.
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Przyjeto istnienie dwu obszaréw w przestrzeni euklidegoe,: & - ograniczonego i otwartego ora@ -
ograniczonego i zamkgtego, gdziea [1 Q. Zatazono, ze istnieje rownig liczba dodatniag , gdzie 0 < £ <1 oraz
proces stochastycznyX (t), okreslony dla t 2t,. Oznaczono réwniewarunki pocatkowe rozwizania przezt =t,,
X(t,) = X, oraz rozwizanie przez(t,t,, X, ) .

Definicja stateczriei technicznej stochastycznej brzmisliekazde rozwizanie réwnania (10), mge warunki
pocztkowe (t,to, XO) w obszarzete , nalezy do obszarf) z prawdopodobigstweml— &£, to ukiad (10) jest stateczny

technicznie stochastycznie wzdem a, Q oraz procesi (t) z prawdopodobigstweml— & (rys. 1).

Ay

w Q

%

/

i
-
-
Ajekturia
niestateczna

trajektoria stateczna

N

Rys. 1. Graficzna interpretacja stateczcidechnicznej stochastycznej [7]
P{(t,t,,x,)0Q}>1-¢, dla X,Jw (13)

Rozwaania przeprowadzono dla modeli matematycznych pojazynowego [5] oraz samochodu za preg. Za
praa [5] pokazane zostanwyniki bada& statecznéci technicznej stochastycznej zestawu kotowego.zisiBjc z

przedstawionej definicji okébono obszarQ) i ¢ dla drga poprzecznych zestawu kotowego, co przedstawiomys2.
Jak wid& obszarQ) zostat okrélony jako luz mé¢dzy obrzeéem kota i szya i oznaczond v

Badania stateczioi technicznej stochastycznej przeprowadzono dfazezznych drgauktadu o jedenastu stopniach
swobody z zaburzeniami pochadgmi o nierébwnéci geometrycznych toru, zmiany szerékiotoru oraz zmian profilu
gtéwki szyny [5].

Przeprowadzono symulacyjranaliz; statecznfci technicznej stochastycznej. Wykorzygtuprzedstawiomn metod
przeprowadzono szereg symulacji, w ktérych badamagopodobiastwo ruchu statecznego przyznych prdkosciach
(rys. 3).

Stateczn& techniczm stochastycza wykorzystano réwnie w badaniu modelu matematycznego samochodu
poruszajcego st po nieréwnej nawierzchni drogi [6]. Zadanie towdezano wykorzystujc symulacg ruchu samochodu,
w ktérym na skutek wypadku allz kolizji i niepoprawnej naprawy zaburzeniu uleghargmetry masowo -—
bezwtadnéciowe. Dla takiego modelu (z zaburzonymi parameirgrzeprowadzono badanie statec@midechnicznej
stochastycznej i poréwnano z badaniami statezinechnicznej - stochastycznej bez zaburzeniarpatrgw. Graficznie
zadanie przedstawiono na rys. 4 defigiupbszarQ) . Metoda okazata siskuteczna; otrzymano rowaigvyniki ilosciowe
— wykorzystujc do analizy prawdopodobliistwa tesi\ Smirnowa-Kotmogorowa. Badania przeprowadzono reqgmoie
istotnasici a = 005. Prawdopodobiestwo znalezienia sisamochodu w skrajnym paleniu na drodze (dla samochodu

z zaburzeniami parametrow masowo — bezwlédowych wzrosto trzykrotnie). Przyklad pokazuje ieosé
wykorzystania badania stateczoitechnicznej stochastycznej dla nieliniowych modetematycznych samochodu.

W badaniu stateczdoi technicznej stochastycznej modelu matematyczrssgpochodu wykorzystano metoghk
w przypadku wagonu kolejowego [7], czyli podziatbsaaru dopuszczalnych rozwan na klasy i badaniu
prawdopodobigstwa znalezienia sirozwigzania w danej klasie. Metoda ta jest uniwersalnavzgledu na maliwosé
doboru dopuszczalnych obszarow rogzen.

1039

Logistyka 3/2012



Logistyka - nauka

_ granica obszaru

——
—— rozwigzanie stateczne
— ———— rozwiazanie niestateczne
— ———— granica obszaru

Rys. 2. Graficzna interpretacja stateczcidechnicznej stochastycznej zestawu kotowego magolejowego [5]

© Pilyl>ly)

by tmi
T

o as 7

Rys. 3. Prawdopodobistwo STS uzyskane w symulacji komputerowej rucigonekolejowego [4].
Prawdopodobigstwo STSP(Q) = P(|y| <1|,) (w odniesieniu do obsza2 =X : |y| < Iy}) uzyskane w symulacii

komputerowej ruchu wagonu kolejowego (11 stopnb®dy) poruszajcego s¢ z predkascig: (1) v=11,111m/s, (2)
v=16,666m/s, (3) v=22,222m/s oraz (4) v=27,7771fy$est przemieszczeniem poprzeczsrgdka masy zestawu

kotowego).
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Rys. 4. Obszary dopuszczalnych razai w badaniu STS modelu matematycznego samochodu [6]

Przyklad pokazuje nmidiwosci wykorzystania badania stateczootechnicznej stochastycznej nieliniowych modeli
matematycznych samochodu. Nalelodd, ze takie badanie jest prawie identyczne jak badst@tecznéci wg normy
ISO 8855:1991.

3. PODSUM OWANIE

Przedstawione w pracy metody byly wzngch publikacjach przedstawioneasikowo. Z przedstawionych analiz
mozna sformutowd wniosek, ze najefektywniejganetod, badania stateczéc jest to metoda statecziwd technicznej
stochastycznej. Ta metoda jest nagstia do odnoszenia wynikéw z modeli matematycznyrhildadow rzeczywistych.
Mozliwosci wynikaja z badania trajektorii rozwran, ktdéra zawsze msna pomierzy dla obiektu rzeczywistego.
Dodatkowym atutem tej metody to misvos¢ rozwazania catego zagadnienia weciu losowym, co daje wyniki bisze
rzeczywistdci. W pracy zaprezentowano rezultaty biadaore byly prowadzone na przestrzeniach wieludas one do
dzisiaj w sensie metodologii aktualne. Badaniagakiniezwykle wane zwtaszcza dla gkosci powyzej 200 km/h. Ten
zakres pgdkosci nie byt przedmiotem analiz statecZzoow pracach, ktdrych analizy przedstawiono. 2doby on
przedmiotem dalszych batla
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