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Streszczenie

W diagnostyce toru istotnym zagadnieniem jest bi@adakutkow kontaktu kota pojazdu i szynyesBz z przyczyn
technicznych nie jest mlove uzyskanie petnego zestawu danych pomiarowygteaznych w ocenie deformaciji szyny
powstatych w wyniku oddziatywania pojazdu szynowegdor i dlatego t& modelowanie matematyczne wspomaga
badania déwiadczalne. Skutki kontaktu kofta pojazdu i szynyznamomodelowa sprowadzajc badany ukiad
do zagadnienia polowego uktadu 2-D i wyznagzéjodta pél. Jest to zagadnienie identyfikatpdet pola. W przypadku
pdl fizycznych opisanych niejednorodnymstizowym réwnaniem taiczkowym drugiego ¢du (rownanie Poissona)
mcana stosowa efektywne metody numeryczne identyfikadjdet pol. Z tego wzgtlu, ze w modelowaniu uktadow
dynamicznych zagadnienie identyfikacji stanowi pobodwrotny zawierapy sk w klasie probleméw niepoprawnie
sformutowanych, uzyskane rozménia mog by¢ niestabilne. W pracy przestawiono szczegotowineoduyteczne
sposoby ustabilizowania wynikéw, o ktére muszsta uzupetnione metody numeryczne identyfikaoglet pol.

INVERSE PROBLEMS MODELLING IN DIAGNOSTICS OF THE RA ILWAY TRACT

Abstract

In the diagnostics of the track an important isgi study the effects of contact wheels and.r@fgen, for technical
reasons, it is impossible to obtain a completeaaneasurement data useful in assessing the rédraation caused
by the impact of rail vehicle on the track and #fere the mathematical modeling supports experiaiergsearch.
The effects of contact wheels and rails can be Hemtlby treatment of the studied system as a fgsdde of 2-D system
and determining sources of the field. This is atemabdf identifying sources of fields. In the cadepbysical fields
described inhomogeneous partial differential equatdf second order (Poisson equation) can be uffedleat numerical
methods for the identification of sources of fiel@®r this reason, that in the modelling of dynaahicystems
identification problem is the inverse problem ire tblass containing the incorrectly formulated pebl the obtained
solutions may be unstable. In this paper variousfulsways to stabilize the results which must bppmmented
by numerical methods for the identification of smg of fields are described in detalil.

1. WSTEP

W diagnostyce toru istotnym zagadnieniem jest bigdakutkdw kontaktu kota pojazdu i szyny.¢Sto z przyczyn
technicznych nie jest mibwe uzyskanie petnego zestawu danych pomiarowygiteaznych w ocenie deformacji szyny
powstatych w wyniku oddziatywania pojazdu szynoweauyp tor i wOwczas modelowanie matematyczne wspomaga
badania déwiadczalne. Skutki kontaktu kota pojazdu i szyny zm@ modelowa sprowadzajc badany uktad
do zagadnienia polowego uktadu 2-D i mpsie rozwazujac zadanie identyfikacjzrodet pola. Jest to zagadnienie
identyfikacji zrédet pdl, ktére w przypadku pél fizycznych opisahyniejednorodnymi estkowymi réwnaniami
rézniczkowymi drugiego rau (réwnanie Poissona) muma rozwijzat stosujpc efektywne metody numeryczne.
Z tego wzgédu, ze w modelowaniu uktadéw dynamicznych zagadnienientigfikacji stanowi problem odwrotny
zawierajcy sk w klasie probleméw niepoprawnie sformutowanychyskane rozwizania mog by¢ niestabilne.
W pracy przestawiono #@e wyteczne sposoby ustabilizowania wynikdéw, o ktéresmuwzost@& uzupetnione metody
numeryczne identyfikacjirodet pol.

2. MODELOWANIE W DIAGNOSTYCE TORU
2.1 Opis badanego uktadu

Badany uktad jest opisany rdwnaniem Poissona zeymiawarunkami brzegowymi, czyli wagciami u | na brzegu
I' obszaru obejmowanego przez uktad [5]
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d7u(x,y) , Ju(xy) _
Ix? + dyz - f(X, y) (1)

gdzie:x 0(0, 1Y), y 0(0, 1),

u = u(x, y) 0R? — funkcja polowa,

f = f(x, y) 0R — funkcja rozktadurddet (funkcjazrodtowa).
Zadanie identyfikacjizrodet pola w przypadku uktadu opisanego réwnaniémiczkowym (1) polega na wyznaczeniu
funkcji zrodtowej f(x, y). Funkci zrédiowa mozna wyznaczy przy wyciu metod analitycznych, numerycznych lub
analityczno-numerycznych. Metody analityczre nsetodamiscistymi, natomiast metody numeryczne zaligzag do
metod przybltonych. Zaletami metoftistych g szybka zbignos¢ rozwiazah oraz nie stosowanie iteracji. Jednak metody
Sciste g efektywne w przypadku badania uktadéw o prostydh degularnych ksztaltach zbudowanych z materiaddw
statych wiasnéciach termofizycznych. Dlatego #edo rozwizania réwnania rhiczkowego (1) #myto metody
numeryczne.

2.2 Metody rozwizania zagadnienia identyfikacji

Metody numeryczne cechuje uniwersakho odpornd¢ na zaburzenia. Cechy te wynika takich wkasnéci metod
numerycznych, jak wykonywanie obliazev przypadku ukladéw o zionych ksztattach i edych rozmiarach, tych
warunkéw brzegowych, tak w warunkach nieliniondzi zwiazanej z nieliniowécia parametréw materialowych,
warunkow brzegowychzrédet pola, czy ze zmiarksztattu badanego uktadu. Podstawowymi metodammemycznymi
sa: metoda ranic skaiczonych (MRS), metoda elementéw skponych (MES) i metoda elementéw brzegowych (MEB).
Metody te mana traktowé& komplementarnie, tzn. przy rozwywaniu pewnych szczego6towych probleméw jedna
metoda mee by bardziej efektywna od drugiej. Wszystkie metodymeuyczne wymagaj dyskretyzacji obszaru, w
ktérym dany uklad jest badany. Rdce midzy poszczegélnymi metodami polegaja zastosowaniu #aych funkcji
wagowych i ré@nej liczby procedur scalania obszaru z jeggiciz W metodzie rénic skaiczonych dyskretyzacji obszaru
dokonuje s} przez podziat obszaru siatk weztami umaliwiajaca zamiar zmiennych ciglych w zmienne dyskretne,
dopiero w zmiennych dyskretnychagte rownanie réniczkowe (1) zostaje zagtione przyblieniem dyskretnym za
pomoa ilorazéw ré&nicowych. Roéwnie warunki brzegowe wymagaprzedstawienia w postaciadicowej. Dla kadego
wezta siatki mana napisé jedno réwnanie rnicowe whzace wartdci funkcji w tym wezle z jego wartéciami w
weztach gsiednich i przez to réwnanie mdiczkowe o pochodnych ggtkowych zostaje sprowadzone do uktadu réwna
algebraicznych. Liczba réwnajest rowna liczbie wztdéw siatki podzialu badanego obszaru i szybkénie wraz ze
wzrostem liczby wymiaréw przestrzeni. Prostota lepgji aproksymacji w metodzie zdic skaiczonych polega na
przedstawieniu pochodnych funkcji za pomodpowiedniej kombinacji skmzonych szeregéw Taylora [4].

Do rozwizania ukladu (1) sposobem numerycznym wybrano met@hic skaiczonych, ktdg ulepszono na etapie
konstrukcji uktadu réwn@a algebraicznych przez wprowadzenie do procedurycodmhiowej rozwizania specjalnych
narzdzi obliczeniowych opartych na obiektach gigch z analizy kombinatorycznej. Metoda nazwano Metodl
Symulacyjn Identyfikacji [6]. Metoda ta zostata uzupetnionapecjalln procedug stabilizacji wynikéw wykorzystujca
procedury aproksymacyjne.

2.3 Stabilizacja wynikow

Metody numeryczne skice do rozwizania zagadnienia odwrotnego ina podziek stosujc kryterium stabilizaciji
wynikow, a nie rodzaju algorytmuzytego do rozwizania uktadu rowna Stabilizacg wynikow zapewniaj takie metody,
jak: metoda specyfikacji funkcji, metoda regulamjza metoda kombinowana, schematyzmitowe (ang.space-
marching, czy metody stochastyczne. Zapewnienie stafdinoozwigzania zagadnienia odwrotnego ma szczegdlne
Znaczenie przy stosowaniu metod przidiych. Problemy odwrotne modelowania zagatlmignamicznych nale do
klasy zada niepoprawnie sformutowanych. Roje poprawnéci sformutowania zadania wprowadzit w patkach XX w.

J. Hadamard, ktoéry postulowat trzy wiasoo dla poprawnie sformutowanych zadaistnienie rozwizania, jego
jednoznaczn& i stabilng¢ [3]. Stabilng¢ rozwiazania zadania oznaczae zaley ono w sposéb ggly od danych,
ktérymi zwykle @ wielkosci zmierzone i zazwyczaj obarczoneddmi pomiarowymi. Jéi istnieje operator odwrotny
réwnania opisujcego dany ukiad i jest on niagty, to wowczas uzyskane rozwanie jest niestabilne w odniesieniu do
zmian danych pomiarowych, co oznacz& rozwhzanie jest czute na ddy pomiarowe. Cgto w otrzymanym
rozwigzaniu wys¢puja znaczne oscylacje, mini@ nie pojawiaj si¢ w czasie przebiegu rzeczywistego zjawiska. Fizgczn
podstawy tych oscylacji wynikajze ziego uwarunkowania zagadnienia odwrotnegoplgawia s¢ procesach tzw.
tlumienia i opénienia.

Spar6d metod numerycznych rozgania probleméw odwrotnych zapewn@jch stabilizagy wynikéw, do
najbardziej efektywnych natg metoda regularyzacji. Metoda ta ma wiele warimnt®opularnymi i najbardziej ogélnymi
sposobami regularyzaciji snetoda Tichonowa i metoda iteracyjna [12]. Reguack mazna przeprowadzitakze w inny
spos6b, a mianowicie przez wygtadzenie danychdgutary aproksymacyjne.
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3. STABILIZACJA WYNIKOW ZA POMOC A PROCEDUR APROKSYMACYJNYCH

Stabilizacja przez wygtadzanie danych pomiarowyghocedury aproksymacyjne stanowi rodzaj samoregrdaji.
Termin ,samoregularyzacja” zostat wprowadzony prZghonowa — twor¢ metody regularyzacji. Wedtug Tichonowa
wraz z wyznaczeniem #aych wielkdci jako rozwazan probleméw odwrotnych zwrane jest zycie pewnego sposobu
obliczeniowego zapewnigiego stabilizagj rozwiazan [12]. W ogéIndci stabilizacg wyznaczanych wielk&i mozna
uzyska& przez odpowiedni dobér kroku czasowego albo stopmielomianu aproksymagego nieznan funkcie. Te
sposoby stabilizacji wynikowastrudniejsze w przypadku rozagywania probleméw odwrotnych zidla probleméw
prostych. Przy prowadzeniu obliczeumerycznych, gdzie stosuje slyskretyzagj przebiegéw czasowych, stabilizacja
jest zapewniona przez oklenie goérnej granicy kroku czasowego. Przy razywvaniu problemoéw odwrotnych dla
przebiegdw czasowych przy wykorzystaniu danych pooavych zachodzi konieczéb okreslenia take dolnej granicy
kroku czasowego.

Dobdr stopnia wielomianu aproksymoggo wyznaczanwielkos¢ wiaze sk z trudngciami i w pewnych przypadkach
moze nie by efektywna [1]. Zagadnienie eliminacji przypadkowmimedéw pomiaru poprzez odpowiedraproksymacg
zmierzonych przebieg6w i rozktadu przestrzenneganagzonych wielk&i ma due znaczenie dla uzyskania znacznie
doktadniejszego rozwiania problemu odwrotnego, a takzapobiega pojawieniugshiestabilndci rozwiazania. Dlatego
tez czsto jw w metodzie aproksymacji stosowang gewne sposoby regularyzog obliczenia. W regularyzowanej
aproksymacji przy iyciu metody najmniejszych kwadratow do dokonaniglepazego dopasowania, obliczenia s
prowadzone w kierunku wyznaczenia krzywej nie tytlabrze przybliajacej dane pomiarowe, ale réwaigtadkiej [11].
Tego typu zalety posiada metoda interpolacji fuakdj sklejanymi (w ¢z. ang.spline interpolatioh uzywana do
wygtadzania wynikow déwiadczalnych, ale tale stosowana w procedurach gmiego przygotowywania danych.
Metoda ta polega na podziale przedziatu, w ktérgkothywana jest interpolacja na kilka odcinkéw onazdokonywaniu
interpolacji na kolejnych obszarach interpolowafugjkcji za pomog wielomiandw niskiego stopnia przy jednoczesnym
zagwarantowaniu gtadkoi funkcji. Gladka¢ na przejciu miedzy kolejnymi odcinkami jest zapewniona przez rogéno
wartaici funkcji i jej pochodnych na granicach odcinkdoktadniej, zapewnienie gltadka funkcji sklejanej stopnia
trzeciego polega na takim jej skonstruowaniu z evighnow stopnia trzeciego, aby dwie pierwsze pookduyty cagte
na calym przedziale, trzecia pochodna natomiastenmi€ niechgtosci w punktach na styku odcinkéw, na ktore
podzielony jest obszar badanej funkcji. S&omkcije sklejara mozna okréli¢ na podstawie nagiujacej definicji [1]

Niecha=xy< %< ... <X,=b bedzie podzialem odcinka] b].

Jeili funkcja s(x) spetnia nagpujace warunki:

a) w kazdym przedzialeX, x.1], i =0, 1, ... m1, s(X) jest wielomianem stopni@g
b) s(x) i jej pierwsze f - 1) pochodnychasciagte na b, b],

to s(x) jest funkci sklejary stopniap z weztami w punktactx; ,i =0, 1, ... m.

Z powyzszej definicji wynikaze funkcje sklejane twoszprzestrzea liniowa, gdyz dodanie dwdéch funkgji sklejanyci(x)
i s(X) o tych samych stopniach daje funktggo samego stopnia w postegs(X) + cSx(X).

Funkcje sklejane mag by¢ takze wyte do interpolacji dwuwymiarowej powierzchni. Waes dla
dwuwymiarowej prostoitnej siatki o wztach w punktachx y;), i = 0, 1, ... ,n mozna zdefiniowd funkcje sklejary
(pierwszego stopnia) w postaci

n

s Y) = DDy W (W, (V) 2)
i=0 j=0

gdzie: W — funkcje bazoweasokreilone nastpujaco:

0 dla XD[Xi—l!XHl]
W) =9 (X=%2)/(x =%4) dla xO[x.q,%] (3)
(%41 =214 = %) dla XO[X, %]

co powodujeze

we={; 121 @

Dla dwuwymiarowej interpolacji funkcjami sklejanyntizeciego stopnia stosujegsjako funkcje bazowe funkcje
dzwonoweB;(x) posiadajce nastpujace wiasnéci

Bi(x) =

0 j(i-1 lub ji+1
{1 (5)

j=i
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orazBi(X) =B"(X) =0 dlax =X, | X = X2.

Sparod r&nych metod interpolacyjnych stosowanych do wygtadzadanych przez dopasowanie do nich
dwuwymiarowej powierzchni, tak metoda interpolacji aywajaca formut odwrotngci odlegidci ma wiasnéci
regularyzujce i dlatego mee by uzyteczna w procedurach aproksyawyjch wykorzystywanych przy rozgdywaniu
probleméw odwrotnych. Metoda odwrotd odlegtdci (w jez. ang.nverse distance methpghko metoda interpolacyjna
zostata rozwinjta przez D. Sheparda w latach 60' XX w. i zastosando wygtadzania nieregularnie razdaych danych
wystepujacych w meteorologii i geografii. Chocidadea tej metody znana bytazjwvczeniej (wykorzystywanogq przy
obliczeniachéredniej waonej odwrotnéciami odlegtdci), wklad Sheparda jest znacy, jesli chodzi o opracowanie
koncepcyjne, a tale z historycznego punktu widzenia. Dlategbwespecjalistycznej literaturze metoda ta jest mana
metodi Sheparda [2]. W przypadku dwuwymiarowej interpplametodh Sheparda, do zbioru danych dowolnie
rozrzuconych w przestrzeni dopasowywana jest funtcpostaci

5 F 5 L dy r,#0
f(x, y) = {EH#J (;:.;LI’.”J gdy r, (6)
F gdy r,=0

gdzie:r; = [(x - X)* + (y -y;)?] — odlegtdci w Euklidesowej przestrzeni metrycznej,
Fi — znane wart&i w punktach o wspoétenych &, i), 1 =1, 2, ... N, O<u<co.

Powyzsza formuta mee byt przeksztatcona do postaci

N
f(x.y) = _ZlFiA(X, y) . (@)
gdzie
N
ey
Ay == =12, N (8)
> 2 y#
k=11=1| £k
oraz
A Y) =4, ,j=1,2,3, ... N, (9)

Dopasowywana funkcja w formie (7) jest bardziepstea numerycznie gizapisana w oryginalnej formie (6). Mua
tez okrefli¢ formuk Sheparda jako wana $redna arytmetyczam. Zachowanie dopasowywanej funkdix,y) w
sasiedztwie punktowx, y;) zalezy od wartdci 1. Aby otrzyma gtadkie powierzchnie, natg dobier@ 1<w. Z kolei dla
wzglednie duych p dopasowywana powierzchnia staje &iardzo sptaszczona w pohli zadanych punktéw i w
konsekwencji powstajstromizny w punktach peednich. Eksperymentalnie znaleziono [2§ zadowalajce rezultaty
daje wybéru = 2. Metoda Sheparda ma w klasycznej wersji szereg agman Dla dwych N wzrasta znacznie liczba
operacji obliczeniowych prowadeych do dopasowania funkcji w postaci formuty Shidpado zadanych punktéw. Innym
ograniczeniem jest wyznaczanie wag we wzorze ([Kotw oparciu o odlegkzi, bez uwzgldnienia kierunkéw. W
efekcie obliczé mazna czasem otrzyndazaburzenie w otoczeniu punktéw, do ktérych jegtadmwywana powierzchnia
opisana formut Sheparda. Metoda interpolacji Sheparda jegileirozwijana i udoskonalana. Podejmowaadadania
teoretyczne nad coraz bardziej skomplikowanymi zezzeniami formuly Sheparda w celu doktadnego odtermia
powierzchni opisanych wielomianami wysokich stopni.

Po wnikliwym przeanalizowaniu oblicdena wielu przyktadach oraz po przestudiowaniu zgrdnonej literatury
dotyczicej udoskonale metody odwrotnej odlegéoi w zastosowaniu do interpolacji danych s@@dczalnych,
wykorzystano jej wlasri@i regularyzacyjne do opracowania procedury stadmji wynikéw, ktés wiaczono do
algorytméw Symulacyjnej Metody ldentyfikacji [6]. pBacowana metoda identyfikacji zastata zaimplemeat@a w
postaci programu komputerowego INVERB gzyku MATLAB. Uzycie regularyzowanej procedury aproksymacyjnej w
opracowanej metodzie identyfikacji jest korzystie zapewnienia stabildoi wynikow obliczél, a ma take szereg zalet
utatwiajacych technik obliczey, jak np. to,ze zadana na wi&giu do programu komputerowego INVERB dhg§dkroku
dyskretyzacji badanego obszaru nie ulega zmiarir@akeie obliczé, gdyz aproksymacja funkcji jest dokonywana tylko w
tych punktach, w ktérych zostaty wyznaczone nummme wartdci funkcji zrodiowej. Zastosowanie procedur
aproksymacyjnych do regularyzacji oprécz wyszczeigdlych powyej korzysci wiaze sk jednak z pokonaniem pewnej
trudndici zwiazanej z doborem czynnika skaloggo [10].

4. WYNIKI

Wiasndci stabilizacyjne opracowanej Metody Symulacyjragnityfikacji zostaty zilustrowane na wykresach (rys
rys. 2). Narys. 1 przedstawiono zastaw danych aomiych dla ukltadu deviadczalnego, jaki stanowita bardzo cienka (o
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grubdici 0,07 mm) kwadratowa plytka przewada o wymiarach 100 x 100 mim na ktérej dla zadanych gaowych
wymuszé punktowych dokonano pomiaru rozktadu potencjalaglsdem uziemionego brzegu) wendach kwadratowej
siatki dyskretyzujcej badany obszar. Krgdzie plytki ugte w ramk metalows uziemiono w celu uzyskania zerowych
wartaici brzegowych potencjatu. Dane pomiarowe uzyskdaadnej liczby, rénych potaen i wielkosci intensywndci
zrodet tak, aby przetestowanetod; symulacyja identyfikacji zrodet dla rénych warunkow, ktére magmie¢ miejsce w
praktyce. Na rys. 1 przedstawiono dane pomiarowskane w przypadku trzech wymuszgradowych. Badana plytka
przewodzca stanowita fragment blachy ze stopu niklu typierppaloy”, stanowica materiat przewodgy prad
elektryczny o dobrych wlasgciach magnetycznych wymagay kosztowej technologii przy produkcji. Jest oosstwany
do konstrukcji rdzeni przetwornic wysokiejestotliwosci, nawet do 20 kHz. Wyniki identyfikacfirédet otrzymane za
pomoa metody symulacyjnej identyfikacji zostaty zilustrane na rys. 2. Ocenigj efekty obliczé po uwzgédnieniu w
metodzie procedury stabilizacyjnej, rezultaty abdfic uleglty znacznej poprawie w poréwnaniu do wynikobliczen
dokonanych bez stosowania regularyzacji. Przestewima rys. 2 funkcjarodiowa ma wyrane maksima, a tto zostato
zredukowane prawie do zera, co znacznie utatwiatydi&acje zrodet.

Dane doswiadozalne dia phaki przewodzace) przy 3 zrodlach Funkda zrc-:ilowa-lrterp:u_lafj 32D dasatek

St f[Vim© ] ee? T
uv] - : ;

- - “ '
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KL ' PR & k
L. I PR h

LT L ' '

Zmignna
dyskretna
h=10 mm 0

Zmienna 4

dyszkretna, Zmienna 2 Zmienna

h=10 mm 0 dyskretna, dyskretna
h=10 mm h=10mm

Rys. 1. Dane pomiarowe przy 3 wymuszeniagd@rych Rys. 2. Wyznaczona funkofaltowa

W diagnostyce toru opracowana Metoda Symulacyjeatidikacji maze znalé¢ zastosowanie do badania zagafinie
kontaktowych, w ktérych pola fizyczne a sopisane réwnaniem Poissona, tzn. do zagadnigeplnych i
wytrzymataiciowych [7]. Takimi zagadnieniami kontaktowymi skrecenie szyny kolejowej na skutek oddziatywania kot
pojazdu na szypn czy kontakt toczny kolo-szyna. Stagujopracowasm metod numerycza identyfikacji zrodet pdl
dokonano identyfikacji parametrow napen dla skecania szyny kolejowej [9]. Natomiast odmée kontaktowych
zagadnié cieplnych za pomacopracowanej metody dokonano identyfikagjpdet wéladzie cieplnym na powierzchni
tocznej szyny wywotanym kontaktem tocznym koto-szy8l.

5. WNIOSKI

Modelowanie zagadnie kontaktowych kolo-szyna wspomaga diagnostyéru kolejowego. Do badania skutkow
kontaktu kota pojazdu i szyny przydatnemetody identyfikacjizrodet pola, gdy skutki kontaktu kota pojazdu i szyny
mozna modelowé sprowadzajc badany uktad do zagadnienia polowego uktadu 2-@xiwiazujac zadanie identyfikaciji
zrédet pol. W przypadku pdl fizycznych opisanychje@morodnym cgstkowym réwnaniem rniczkowym drugiego
rzedu (réwnanie Poissona) mma stosowé efektywne metody numeryczne identyfikagjiodet pdl uzupetnione o
procedury stabilizacji wynikdw. Zapewnienie staileji wynikow jest niezwykle istotne z tego wedl, ze w
modelowaniu uktadéw dynamicznych zagadnienie idé@gji stanowi problem odwrotny zawiengy sk w klasie
probleméw niepoprawnie sformutowanych, dlatego kape rozwizania mog by¢ niestabilne. W pracy przestawiono
szczegO6towo rine wyteczne sposoby ustabilizowania wynikéw, o ktéresmwzosté uzupetnione metody numeryczne
identyfikacji zrédet pél.
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