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Prezentowany referat jest publikagjydaktycza pokazujcqg polgczenie dwoch
zagadnig. Jedno z nich to rozwania teoretyczne dotygze wyznaczania sit
wewretrznych  w  kopule, a drugie to praktyczne zastosoavaith przy
wymiarowaniu elementuelbetowego. Jest to £ rzadko spotykana praktyka
w nauczaniu projektowania, gtywykle te dwa zagadnienia sealizowane na
dwoch oddzielnych przedmiotach iprzéimy student ma truddoi z ich
polgczeniem.

ANALYSIS AND DESIGN OF REINFORCED THIN-WALLED DOME

Presented paper is a didactic work pointing out tpmblems. The first
represents theoretical description and analysisdatribution of internal forces
in a dome. The second deals with practical appilicatof the derived formulas
for dimensioning of the structure. Typically stutdeare taught mentioned problems
in separate courses, what causes difficulty fomthi@ understanding the whole
procedure of design process.

1. WSTEP

Pierwsze obiekty budowlane, w ktérych wykorzystamsiowy rozktad sit zostaty
wzniesione w statytnosci. W Persji, Mezopotami, oraz stagpnym Egipcie gltownie
wten sposéb byly wznoszone sklepienia tukowe, mast w stargytnym Rzymie
stosowano ji wowczas sklepienie kolebkowe i kopuly. W tamtycdasach koputy bylty
traktowane jako ,szczytowe agihiccie sztuki czasdw, w ktérych architektura, Aaa,
malarstwo i mozaika wspétdziatadgisle ze soh, tworzc unikalm atmosfeg¢, dapc wyraz
tryumfu lub ukgtosci. Sa pomnikiem zwyaistwa nad eizarem i wiatrem” [1].

Z uwagi na faktze koputa byta traktowana jako forma wigowa wynika jej pierwotne
zastosowanie, gtownie w budownictwie sakralnym. @le a w szczegolsoi
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monolityczne koputyzelbetowe, maj das¢ szerokie zastosowanie miedzy innymi jako
muszle koncertowe, magazyny, chtodnie (osdomé¢ energii o okoto 50-70%), hale
fabryczne i wystawowe. Koputy znalazty réwhiswoich zwolennikow w budownictwie
jednorodzinnym i przy budowie domkoéw letniskowychakg ciekawe formy
architektoniczne.

Przy wznoszeniu pierwszych koput bardziej kierowakantuicja budowniczego i jego
»wyczuciem” pracy konstrukcji, @iobliczeniami styczno wytrzymatoiowymi. Pierwsze
teorie obliczeniowe powtok powstaty w XVIII i XIX igku, ktérych twércami byli midzy
innymi Bernoulli, Poisson, Euler i Cauchy. Rozgania te dotyczyly gtéwnie powtok
obrotowych w bezmomentowym stanie ngg@nia opisuic ich prag¢ w stadium
Sprzystym.

Konstrukcja pierwszych koput byta éiomasywna, dopiero rozwéj konstrukcji z betonu
a nastpnie zzelbetu wptynat na ich ,odchudzenie”. Przykladem d®tu by wykonana
z betonu koputa rzymskiego Pantenonu, wzniesiormook23r., ktéra przyrednicy 43,3
m w wezglowiu ma grubg 7 m, a przy zworniku ok. 0,60 m Zelbetowa koputa
wzniesiona w Moskwie w latach 1928-1929, kt6ra gragnicy 28 m ma grulsé 0,06 m.

2. ANALIZA PRACY POWLOKI

Obliczenia powlok stosowane w praktycenyinierskiej opieraj sie na nasipujacych

zalazeniach:

- grubai¢ powtoki jest mata w stosunku do pozostatych wydwar

- odksztatcenia powtokasmate w stosunku do jej grufm,

- punkty lezace przed odksztatceniem na prostej prostopadtej pdavierzchni
srodkowej, po odksztatceniu znajdugic na prostej prostopadtej do odksztatconej
powierzchnisrodkowej,

- napkzenia normalne dziatage do powierzchnirodkowej g bardzo mate.

2.1 Podstawowe réwnania powiok obrotowych w stanigezmomentowym

Opierajc sk na teorii spgzystasci mozemy ustak wszystkie réwnania konieczne do
rozwigzania powtoki [2, 3, 4]. Naly przy tym pamgtat, ze réwnania te wymagaj
spetnienia warunku matych odksztaiceAnalizujpc prae powtoki w dowolnym jej
punkcie mamy nieznane trzy momenty, dwie sity pepene i trzy sity tarczowe, natomiast
dysponujemy szeioma réwnaniami réwnowagi. Wynika z tege, w og6Ingci mamy do
czynienia z zagadnieniem statycznie niewyznaczalnyhzawiazku z tym, w rozwizaniu
wykorzystujemy rownania geometryczne Cauchy’'go oramnania prawa Hooke'a.
W przypadku rozpatrywania tzw. stanu bezmomentowsmaijamy sity poprzeczne oraz
momenty zginajce i skecajacy ze wzgédu na mat sztywndé powloki na zginanie
i wlasciwa realizacg warunkOw podparcia i obgienia. W efekcie dysponujemy trzema
réwnaniami réwnowagi i mamy do wyznaczenia trzy pitzekrojowe w powtoce. Dla tego
przypadku podamy poiej podstawowe réwnania w sitach westnznych.

Rozpatrzymy dowolny punkt powloki obrotowej. W peik tym zapiszemy
podstawowe réwnania w stanie bezmomentowym, sfar@eiy | rozwhzemy wybrane
zagadnienia brzegowe. Lokalny uktad wspédirzych, skiadowe przemieszczenia, sity
przekrojowe i obcizenia pokazano na rys. 1. Prag prawosketny, lokalny uktad
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wspotrzdnych (t,s, z) na powtoce odpowiadgjy parametryzacji obszaru powtoki
(6,¢.z). Na rysunku pokazano dodatnie zwroty przemieszcz@u,v,w), sit
przekrojowych(Ng N, N,,a,) i obcizen (qg ' 0, ,qz). Wszystkie funkcje wyspujace
w zagadnieniu brzegowym zatgod zmiennych(6, ¢) .

Rys. 1. Wycinek powtoki obrotowej wraz z ébjaniem podstawowych oznaéze

Badajc zmienné¢ pol sit przekrojowych N, (¢.6), N, (#6) i N, (96)
z uwzgkdnieniem zadanych ohgien uzyskujemy réwnania réwnowagi wewlrenej dla
rozpatrywanej powtoki obrotowej o postaci:

+q, =0,
R,sing 06 R 0¢ R ¥ b
i6N¢+ 1 6N9¢+ctg$(N —N9)+c1w:O, 1)
R dp Rsing dd R ‘7

N, N
_5+_¢+qZ =0,

R

w ktorych R, jest promieniem krzywizny kierownicy powtoki oboutej. Latwo zauwayc,

ze w przypadku teorii bezmomentowej mamy zagadnistagycznie wyznaczalne, o ile
dysponujemy odpowiednimi (statycznymi) warunkanzdgowymi. Réwnania réwnowagi
brzegowej formutujemy nagtujaco:

Ng = Ngo » Ny = Ny, Ngy = Ngyo - 2
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Najczsciej spotykane powiloki obrotowe to powitoki sferyezn stakowe
i cylindryczne. W kadej z wymienionych powlok zachoglzlodatkowe zwizki migdzy
promieniami krzywizn i wspotrdnymi krzywoliniowymi, co prowadzi do uproszazeraz
modyfikacji rowna ze wzgédu na zmiag wspohzdnych krzywoliniowych. Zasadnicze
zmiany dotycz rozniczkowych rowna réwnowagi powtok obrotowych. W dalszych
rozwazaniach podamy rownania dla powtok sferycznychzgolye a celem artykutu.

W powltoce tej promienie krzywizny potudnikowej iwboleznikowej s sobie réwne

R = R = R, co zostato przedstawione na rys. 2.

Rys.2. Przekroj potudnikowyd(= const) powtoki sferycznej o promieniR .

W przypadku, gdy wszystkie funkcje wgptijace w zagadnieniu nie zate od
zmiennej @, jak na rys.1, to mamy do czynienia ze stanemvasigymetrii. Wobec tego
wszystkie pochodne zmiennéd wyskpujace w réwnaniach réwnowagi i réwnaniach
geometrycznych zerajsie. W tym przypadku réwnania rownowagi westnznej (1)
upraszczaj sic do postaci:

1 dN, = ctgp

Rdp R No~No)*g,=0,

NH N¢ — —

26 =0, Ny =0, (3)

zas warunki brzegowe kinematyczne (2) nie ulegapianie.
2.2 Powtoka kulista obcazona ciezarem wiasnym isniegiem

Rozpatrujemy powitok kulista obchzoma cigzarem wlasnym dziatagym na jednostk
powierzchni ptaszcza powtoki (rys. 3) i w drugimzppadkusniegiem. Sity przekrojowe
wyznaczamy teogibezmomentoww warunkach symetrii osiowej.

W przypadku powtoki obaizonej cezarem wlasnym (rys. 3a), sktadowe potudnilgow
i normalry obchzenia zapisujemy nagiujaco:

d, = psing, d, = pcosy, (4)

Eliminujac Ny w rownaniach (3) i po przeksztatgajz pierwszego otrzymamy:
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%{)(Nwsin2 ¢)+(qﬂ sing+ g, coso) R sigp= (. (5)

IEEEEEEEEEREEERETIL

R

Rys. 3. Przekrdj potudnikowy powloki sferycznejronpeniu R i kgcie rozwarcia ¢ :
a) obcizonej ckzarem wilasnym p (na jednostk powierzchni powitoki),
b) obcizonejsniegiemq (na jednostk rzutu powtoki).

Po wstawieniu obaten (4) i scatkowaniu uzyskamy sipotudnikow, i réwnoleznikowa:

__ PR _ 1
N,(¢) = T+ o’ Ny () pR(1+COS¢ cosqo], (6)

gdzie skorzystadmy z catkowego warunku réwnowagi sit w kierunkummavym. Wykresy
sit przekrojowych (6) pokazano na rys. 4, pgyl[0,77/2] .

a)

b)

Rys. 4. Wykresy sit przekrojowych w kopule kulisbgjizzonej cezarem wiasnym: a) sita
potudnikowa, b) sita rownofaikowa.

Miejsce zerowe na wykresie sity rownafekowej okrélone jest lgtem:

@ = arcco{%(\/_ 5 ﬂ = 57 5( (7)
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W przypadku powtoki obaizonejsniegiem (rys. 3b) skladowe olagenia wynosz:
q, = qcospsing,  q =qcos @, (®)

co implikuje nasipujace wyniki na si¢ potudnikows i site rownoleznikowa:

Ny(@ = -2 aR. Ny (@ = -2 aRe0s 2. )

2.3 Powtoka kulista obcazona cinieniem predkosci wiatru

W powlokach obrotowych oddziatywagy na nie wiatr powoduje olgienie
asymetryczne [5]. Przyjmujecsize ckénienie wiatru jest funkej katow ¢ i &, ktore
mozemy zapisé nastpujaco:

4 =0, q,=0, g, = wsingcos . (20)

w ktérym w jest parciem wiatru na jednostRowierzchni prostopadtej do jego kierunku.
Znalezienie sit przekrojowych w tym przypadku wyraagastosowania réwna(l),

z ktérych eliminuje s site réwnoleznikowa i uzyskuje dwa réwnania #aiczkowe na

pozostate sity. Nagpnie poszukujemy rozwzania podstawiag N, (6,¢) = N,(¢) cosd

i Ng,(6,9) = N, (¢)sin@, co powoduje separaciéwnai na dwa réwnania uhiczkowe

Zwyczajne.

a)

Rys. 5. Wykresy sit przekrojowych w kopule kulistgjizzonej wiatrem w ptaszcayie
kierunku wiatru: a) sita potudnikowa, b) sita réwleénikowa.

Calkujac te réwnania i stosaf catkowe warunki réwnowagi znajdziemy sity westmne
w powloce. Sk potudnikows, sike roéwnolenikowa i site $cinajaca wyznaczamy
z zalenosci, por. rys.5:

N¢,(9,¢)=—§WR C_°,§¢(2—3005{0+ co%qo) cos, (11)
sin® @
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N9(9,¢):%WR$];)¢(2COW_ 3sifip- coAS(p) cad, (12)
Ngw(ﬁ,qo):—%wRﬁ(Z—Scoqw co%qo) Siff . (13)

W nastpnym punkcie przedstawimy zastosowanie uzyskanyobwigzaa do
wymiarowania zelbetowej koputy cienkiziennej. W tym celu zastosujemy zasad
superpozycji definiyic wypadkowe dziatanie trzech rodzajéw abieh: cigzar wiasny,
$nieg i watr.

3. WYMIAROWANIE KOPULY ZELBETOWEJ

Praktyczne wykorzystanie wzoréw przedstawionychkiv @ pokazano na przyktadzie
wymiarowania koputyzelbetowej. W rozwzanym przyktadzie naky zaprojektowa
kopuk, ktéra stanowi przekrycie budynku hali wystawow@piekt zlokalizowany jest
w pierwszej strefie wiatrowej i drugiépniegowej. Projektowana koputa jest o wynidsio
f=4m, promieniuR,=8 m (rys. 6). Grub@ powloki wyznaczono w zakmosci od
panupcych w niej napgzen [4] i wynosi h=0,08 m. Koputa poddana jest dziataniu
obciazenia pochodeego od cizaru wlasnego wraz z warstwami wylazeniowymi
(obciazenia state ) g, sniegu —S oraz wiatru —w,.. Obchzenia charakterystyczne state
wyznaczono zgodnie z [6] i wynasg = 2,67 kN/m. Oddziatywania pochodze odsniegu
wyznaczono z [7]S=18kN/nf, a od wiatru z [8]-w.=0,18 kN/m. Przy
wymiarowaniu konstrukcji zelbetowych ze wzgHu na nénos¢ postugujemy si
wartdsciami obliczeniowymi poszczegéinych oddziatywg9] i tak: gsq= 3,61 kN/m,
Ssq= 2,70 KN/M, Wesq= 0,27 KN/mi. Zastosowano beton klasy C30/37 i stal BSt500,
klasy C ofy = 500 MPa i,q = 434,78 MPa.

Rys. 6. Schemat opisu geometrii powtoki kulistej

R+ 1

Promien powtoki wyznaczono z zateosci R=

T i wynosi on R=10m, a

cosp= 0,60 i sinp= 0,80, czyli kst rozwarcia koputy wynosp= 5313’
Wartdsci sit potudnikowychNg(¢) i rownoleznikowych N« @ wyznaczylimy dziehc
kopuk na 6 czsci jak narys. 7.
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6
345_

Rys. 7. Podziat ptaszcza kopuly na punkty do ddatiezwypadkowych sit przekrojowych.

Sity potudnikowe NJf¢ i rownoleznikowe Ng{¢ pochodzce od obecizen statych
obliczono w zalénosci od kata @ z (6) przyjmujc we wzorachp =gsg 0od obcizenia
$niegiem z (9) przyjmuc q=Ssy a oddziatywania od wiatru z (11) i (12) przyjm]
W = WeggOraz cog=1,0.

W tabeli 1 zestawiono waro sit potudnikowych i rownolenikowe dla
poszczegolnych przekrojow odzkego sktadnika obatenia.

Tab. 1. Wartéci sit potudnikowych i réwnolmikowych.

Nr Sity potudnikowe N @ Sity réwnoleznikowe
przek. Q cosp | sing [KN/m] N4 @ [KN/m]
od Osc od SSC od Wesc od Osc od SSC od Wesc

0 53,13| 0,600 0,800 -2556 -135 -0,44 0{90 3,78 ,031
1 44,30/ 0,714 0,698 -21,06 -135 -0,42 -4{80 -0,32-1,05
2 35,44| 0,815 0,580 -19,89 -135 -0,R9 -9|53  -4,43-0,98
3 26,58| 0,894 0,44y -1906 -135 -0e0  -13,21  -§,10-0,80
4 17,72 0,953 0,304 -18,48 -135 -010 -1592 41,0 -0,64
5 8,86| 0,983 0,154 -18,1p -13/5 0,00 -17p1 -12,87-0,21
6 0,00/ 1,000 0,00 -18,06 -13}5 0,00 -18,05 -13,50 ,000

Obciazenie konstrukcji jednoczeie przez kilka niezalmych oddziatywa jest bardzo
mato prawdopodobne, ale tiove, w odpowiednio dlugim czasie, co nateuwzgkdnic¢
przy projektowaniu konstrukcji. Przy analizie kom&cji tych obcizen ich wartGci
mnazymy przez wspotczynnik jednoczesnbprzytazonego obeizenia () [9]. lloczyny
te nazywamy reprezentatywnymi wad@mi obcizen zmiennych. Wspoiczynniky) dla
reprezentatywnych obgien wiodacych wynosi ¢ =1,0, natomiast dla ohgien
drugorzdnych ¢ < 1,0. Maksymalne wargoi sit Nf¢@) i N(¢ pochodz od kombinacji
obciazen, dla ktérej reprezentatywnym ohgeniem wiodcym jestsnieg. Wartdci tych sit
w zaleznosci od gzestawiono w tablicy 2.
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Tab. 2. Maksymalne waroi sit potudnikowych i rownolaikowych.

Nr Maksymalne wartosci sit Maksymalne wartosci sit
przek. ¢ potudnikowych N 4@ [kKN/m] rownoleznikowych N4 @ [KN/m]
0 53,13 -39,32 5,28
1 44,30 -34,80 -4,52
2 35,44 -33,61 -13,36
3 26,58 -32,74 -20,71
4 17,72 -32,10 -26,32
5 8,86 -31,72 -29,78
6 0,00 -31,55 -30,95

Na rys. 8 pokazano wykresy maksymalnych wémitosit potudnikowych Ng¢)
i rownoleznikowych Ng¢@ dla zalgonej kombinacji obeizen. Z wykresu widg, ze
rozciaganie obwodowe wyspuje jedynie w niewielkim obszarze dolnejeé@ koputy
w strefie podporowe;j.

Rys. 8. Wykresy maksymalnych wéetait potudnikowych i rownobaikowych.

Zbrojenie przejmujce rozciganie na odcinku raéizy punktami 0 i 1 (rys. 7) obliczgtny
z [4]:

Ng(9) 528 4 m? 4 m?
- = = 012010* - < A, i = 023010 |
A fa 4347800 m = e m

gdzie minimalne pole powierzchni zbrojeria,, wyznaczono z [10].
W zwigzku z tym dla calej powtoki jako zbrojenie potudmike i rownolénikowe
przyjeto siatle wykonar z pretéw osrednicy 6 mm i rozstawie oczek 200 mm.
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4. WNIOSKI

Przedstawiony materiat w artykule zawiera goaknie elementéw ksztalcenia
podstawowedo i aplikacyjnego. Najetakie podejcie traktowad jako element unifikujcy
wykladany materiat na kierunku budownictwo. Nan&owych semestrach studiéw
powinno s¢ zasadniczy material uzupetdiaego typu przykladami kompleksowego
spojrzenia na zagadnienia projektowania. Utatwiataptagj absolwenta w warunkach
pracy projektowej, gdzie nalg uswiadamia& sobie konsekwencje przgych zataen do
modelu obliczeniowego, sformutowanie i rozmanie zagadnienia brzegowego,
wylowienie ekstremalnych waroi sit wewretrznych, jak réwni¢ opanowanie
projektowania przekrojéw zbrojonych w oparciu o gpisy normowe. Wykonanie, co
najmniej kilku tego typudéwiczen przyczynia si rowniez do gkbszego zrozumienia
przepiséw i zaledenormowych.

Wyznaczenie sit przekrojowydi @) i N« ¢ dla powtok wedtug teorii bezmomentowej
(btonowej), co wykazalimy w zamieszczonym przykladzie, jest bardzo wygodne
w praktyce iynierskiej. Powinrimy przy tym pamijtac, ze jezeli wymiarujemy koput na
ich podstawie, nalg ja tak skonstruowg by w jej powloce nie powstaly momenty
zginapce. Rzeczywista praca konstrukcji powinna odpowiagazyjetym zatazeniom
obliczeniowym. Powinny by spetnione warunki brzegowe (2). Odksztalcenie done
koputy powinno by rowne odksztatceniu konstrukcji wsporczej.

Zrownowaenie odksztataekoputy i wienca maemy uzyské poprzez:

- zmiare grubdgci powtoki h w gsiedztwie podparcia,

- zmiare kata miedzy normalm do koputy i jej osi obrotu,

- odpowiednie dobranie przekroju poprzecznegmeae
Gdy powysze rozwizania nie $ mazliwe do realizacji naley stosowa ogdlniejsa teori
Z uwzgkdnieniem zginania.
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