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Wyznaczenie statycznej sity krytycznej, krzywejtyistatecznéi oraz sciezek stanu
rébwnowagi statycznej w postaci zalesci obcigzenie przemieszczenie takgtdwnego
niestatecznego obszaru rezonansowego dla najmejiejsartaici wiasnej, umgliwia
ilosciowg i jakasciowg ocere wrazliwosci konstrukcji petowych. Do analizy stateczftd
zastosowano przybting meto@ statecznéci oraz metod elementéw skixzonych, ktéra
to umdliwia analize statecznéci, w funkcji wszystkich istotnych parametrow feycch,
dla ziconych ukladoéw mtowych.

STRUCTURAL AND STABILITY ANALYSIS OF PLANE TRUSS SY STEMS

Determining the main unstable areas of resonandhatiowest eigenvalues makes it
possible to assess a structure as far as quantéasind qualitative aspects of dynamic
stability are concerned. The areas were determimgdg the method of harmonic balance
which is a very effective means of assessment wahelyzing combined lattice girders.
The method offinite elements allows to determiaklstand unstable areas of resonance as
a function of all essential physical parametersaifbined lattice girders.

1. WSTEP

Stateczn& jest odpornécia uktadu na zaburzenia, to znaczy zachowania rulehu /
potozenia réwnowagi/ przy dziataniu matych zaburzeleeli rozwazany ruch /lub
réwnowaga/ doznaje znamzch zmian nawet pod wplywem malych zaburz¢o
nazywamy go niestatecznym ruchem /niestatgcawnowag/.

Inaczej méwic, gdy zaburzenia wywolyjruch oddalajcy system od stanu réwnowagi lub
drgania wokét stanu réwnowagi zachqdze zwekszapca sie amplitudy, to stan
réwnowagi jest niestateczny. Odwrotniezgk uktad wraca do stanu pagkowego lub
oscyluje wokét niego ze stalub malejca amplitudy, to réwnowaga jest statecznaslie
zaburzenia poctkowe wyrazé w przemieszczeniach, to w przypadku, gdy
przemieszczenia uktadg tego samego ¢rlu, co zaburzenia, to rbwnowaga jest stateczna.

Istnieje bardzo dia klasa konstrukcji, dla ktérych - z racji przsgmych obcizen -

utrata ich zdolnéci do przejmowania wzrastaych obcizen nastpuje na skutek zjawiska
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utraty stateczriwi. W zalenosci od rodzaju obaizenia uktadu, statycznego czy
dynamicznego, rozédiamy stateczrig statyczm i dynamiczn [4].

W ogoélnym przypadku badania problemdéw stateézndonstrukcji prowadz do
zagadnienig nieliniowych, ktdre mog by¢ zbadane za pomac iteracyjnej Ilub
przyrostowej analizy diych przemieszcze Istnieje jednak szeroka klasa zagadnie
ktorych przemieszczenia przed ufratatecznéci s mate i wowczas réwnania rownowagi
w zakresie przedkrytycznym rama zapisé dla konfiguracji pocatkowej [3]. W takich
przypadkach utrata statecZob oznacza nagte przeje konstrukcji do ssiedniej
konfiguracji rownowagi. J& zachowanie s konstrukcji przed utrat statecznéci jest
liniowe - male przemieszczenia — ai ©ne ortogonalne do postaci wyboczenia, to
formutujemy problem stateczém poczitkowej, natomiast, gdy wygbuja przemieszczenia
zgodne z postagi wyboczenia, wéwczas ich wplyw nale uwzgkdni¢ formutujac
zagadnienie stateczéw zlinearyzowanej. W przypadku, gdy zdu przemieszczenia
powstaj jeszcze przed stanem krytycznym, rozpatrujemy lprolmieliniowy zachowania
sig konstrukcji w zakresie przedkrytycznym.

W niniejszej pracy rozpatrywana jest stateézn@ocatkowa i zlinearyzowana oraz
nieliniowa krzywa réwnowagi dla ptaskich uktadovefmwych.

2. ROWNANIA ROWNOWAGI

Do sformutowania réwna rownowagi ukladéw mtowych zastosowano metod
elementoéw skaczonych, ayto dwuweztiowego elementu ptowego (rys.2.1), przyjmua¢
w weztach po 6 stopni swobody; wektor uogélnionych prieszczé weztowych jest
postaci

q' = U1’V11W_Li%1%11%1“21V21W2’¢§<2'%21(/7z2] (2.1)

Rys.2.1. Element giowy

natomiast, wektor przemieszdze elementu zapisano funkcj
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= [Nf, NS, NY 0N NS NY, NS, NY 0N, N1”2]q =[N],q (2.2)

gdzie: NV =1-&, Ny =6l¢-¢2)p, NY=6lg-&2), N =fi-a5+382)Le,
=(-1raz+ac)n, Ny=£ Ny =el-cet), NS =ele-£7)
4

Ny = (25+35 )L( Nib = (2 3€)L/7, oraz:{:%, [:%, n=_

sa funkcjami ksztattu, opisagymi przemieszczenie wzdine dowolnego punktu belki w
funkcji przemieszczewezlowych wzdhinych i poprzecznych oraziéw ugkc.
Pole przemieszcze poprzecznych punktow 2ecych na osi obejnej elementu
belkowego przyjto w postaci
v=[0,N, ,000,N;.0,Ng 000, Ny,Ja=[N],q (2.3a)

w=[00,N5.,0,N5 000, Ng.0,N;; 0q=[N],q (2.3b)
gdzie: N, =1-36% +26%, N, =1-382+283, Ng=(-&+26%-38%)L,
No = (6 -262+38%), Ny =362-263, Ng=3¢2-28%, Ny =(e2-¢%),
le - (_ 62 +<t3)
sa funkcjami ksztattu opisagymi przemieszczenie poprzeczne w funkcji przenuese
weztowych poprzecznych oraztéw ugiec.
Funkcja ksztattu &6w skrcenia przekrojow poprzecznych dana jest w postaci
9= [o,o,o, NS 00000, N5, ,o,o]q =[N].q (2.4)
gdzie: N3 =1-¢, Njp=¢&
Catkowite odksztatcenie dowolnego widkna sktadazsiodksztatcenia liniowega;
oraz nielinioweges,, a WkC € = & +&,

o =lrid= {3 (o) (2450
acloade B3G5 e

w wyrazeniu na cgé¢ nieliniowa odksztalcenia podimego &; pomija s¢ kwadrat
pochodnej sktadowej przemieszczenia wzgldem wspohrzdnej x. W zapisie
macierzowym liniowa cg¢ odksztatcenia (2.5) ma poéta
& =Lu=L;H,Ng=Byq (2.6)
gdziel, jest operatorem gdiczkowym. Po uwzgdnieniu macierzy wtasrai sprzystych
D, otrzymamy macierz sztywsa liniowej postaci
KeszgD BodV (2.7)

Ve
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Macierz sztywnéci pocztkowych przemieszciewyznaczamy z G&ci nieliniowej
odksztatcenia podinegosg, (2.5), ktére mana przedstawijako

£, = By(a)g (2.8)
Macierz pocatkowych przemieszcze liniowa wzgldem przemieszcie K, (q) dla
sformutowania nieprzyrostowego wyznaczono z zadéci

K(a) =JBOD B,dVv (2.9)
Ve
Macierz pocztkowych nap¢zen mazna wyznaczy z
L L
kY = POI[N'E[N']de, kY = POI[N'RV[N']de, KE(o) =kl +kY  (2.10)
0 0

gdzie:Pq - jest sih normalry w precie.
Problem liniowej rownowagi statycznej opisany jeéstnaniem postaci

Kq=P (2.11)
natomiast, problem stateczwoopisany jest rownaniem zagadnienia wlkasnegoagost
[K+K(@)]a=0 lub[K +K, (o) +K(a)]a=0 (2.12)
dla nieliniowej rownowagi statycznegt to réwnanie w przyrostach
[K + K, (40) + K, (4q)]4q = 2P (2.13)

3. OBLICZENIA St KRYTYCZNYCH PRZY UTRACIE PLASKIEJ POSTACI
ZGINANIA

Kratownice ptaskie jako uklady #owe na przyktad przekéy dachowych s
powszechnie stosowane w konstrukcjach budowlanydtchuje ich bowiem da
sztywnad¢ w ptaszczynie geometrii w poréwnaniu z mamasg. Jednake w przypadku
wzrostu obcizenia dwigary te maj sklonnd¢ do utraty stateczrioi, poprzez utrat
ptaskiej posta zginania jako sztywnej formy #oej, przechod do postaci wygtej w
kierunku prostopadtym do ptaszczyzny w ktérej zawgest ich geometria. Istotnym zatem
jest wyznaczanie wartoi obchzen krytycznych. Poriej zestawiono przykiadowe
obliczenia obeizen krytycznych wykonane metadorzyblizong statecznéci, szczegétowo
opisan w literaturze [1] oraz metacelementow skiczonych [3, 4].

Zestawienie wynikéw sit krytycznych zawiera tab.3Rrzygto wymiary segmentu
dzwigara w kierunku wzdiknym a = 1Im, wysoka&¢ b = 0,5m. Prty dzwigara @ o
przekroju poprzecznym rurowyrfrednicy D = 60,3nm i grubdici scianki t = 3,2nm

moment bezwladrioi J =235cm’*, sztywndé zginania a = EJ = 205010*kN/cn O

235cm* = 48175%NnT .
Podawany wynik na wargé sit krytycznych w funkcji sztywngei zginaniaa, ma formg

0go6lm, pozwala na jego zastosowanie dla innych parametedywndaci zgieciowej.
Dla dzwigaréw zamieszczonych w tab.3.1 przeprowadzonoiczdriia metod
elementéw skaczonych w zakresie statecZoo liniowej i nieliniowej oraz stanu
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rownowagi uktadu zakidconego. Otrzymanazré wartgci sit krytycznych z dwdch
réznych metod obliczeniowych, (metod przyoinych) @ na tyle zblkone, ze
rozpatrywanie rénic w ich wartgciach nie ma znaczenia praktycznego.

Tab.3.1. Sity krytyczne ordeiezki standéw réwnowagi dla kratownicy idealnej i zatdaej
przyblizona metodgd metoda elementow
statecznéci skaaczonych postacie wyboczeniowexdigaréw
R, =0,2888 g, = B, =13127&N

=1391%N

14 — i
Pkr=13,1278 uktad idealn
PIKN kr y
12— )
] uktad zaktocony
krzywa rownowagi
10—
8N
11 N\
6 ukfad zakiécony
. N\ krzywa wyboczenia
p— AN
4 uktad zaktécony
] rozwigzanie liniowe
2 rownowagi
T & & < 3
o o o o
O Ll I I LI I LI I I Ll I Ll I I
0 0.4 0.8 1.2 1.e/cm] 2

Sciezki stanow rownowagi dla kratownicy idealnej i zatddie]

[K_MG(JO)h:O - P"n' :AIPO

Kq=R(P.P,,)

[K o Kq.imp(dqnnp) o KU(JUO)]Aq = R(P—*Pimp)

dla P, =const

(K -K,.,(4q,,) |- 2K, (Ao,)|ag = 0
- P, =AF,
dla P. = zmienne

imp
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R, =16846la, = R, =77,01%N
=81156kN
80— Pwr=77,012 ukiad idealny
P[kN]
N uktad zaktécony
60— N - krzywa réwnowag

uktad zaktécony
rozwigzanie liniowe réwnowag

40—
uktad zaktécony
. krzywa wyboczenia
20
0 1 I Ll I Ll I Ll I
0 1 2 3 Viem] 4

Sciezki stanow rownowagi dla kratownicy idealnej i zatddiej

W wielu przypadkach opis liniowy unitiwia jedynie obliczanie obgkenia

krytycznego. Do analizy stanu pokrytycznego trzesstosowa sformutowanie nieliniowe,
jesli chcemy uzyské& krzywe rownowagi, to jest relacj obchzenie-przemieszczenie
wiodace.
Odstpstwa od zatzen uktadu idealnegoasnazywane imperfekcjami (niedoktadweami).
Uwzglednienie imperfekcji to, tak zwany ukfad zakiécongpwwmduje zmiany réwna
liniowych na nieliniowe i jednorodne na niejednaned Spéréd mazliwych odchytek od
modelu idealnego najprostsodchytky jest znane pole wsinych imperfekeji, zalme
tylko od jednego parametry, migrdd przytaenia obcizenia skupionego, czy #e
dodatkowa sita zaktécgia na kierunku wyboczenia — jak zaoo w poniszych
rozwiagzaniach.

Imperfekcje mog wplywat na obntenie, podwyszenie, a nawet niewypiowanie
obciazen krytycznych, ktére zostaly obliczone dla konstijukdealnej. Aby oszacowaten
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efekt wykonuje s analizz wrazliwosci na imperfekcje. W przypadku, §je posta
geometryczna imperfekcji jest zhdina do postaci utraty stateczoip to zamiast punktu
bifurkacji w uktadzie idealnym pojawisic moze punkt graniczny, obliczenie ktérego
wymaga analizy nieliniowej niejednorodnych rovinaa wic z reguly uwzgldnienie
imperfekcji mae w istotny sposéb komplikowanaliz statecznéci konstrukgji.
Nieliniowos¢ stanu przedbifurkacyjnego oznacza pojawienjeskiadowych przemieszcae
odpowiadajcych postaci wyboczenia, co powoduje otrzymuje s krzywoliniowa
sciezke rownowagi, zamiast prostej pokrywegj sk z osi rzednych.

Nieliniowa sciezke rownowagi, mana oblicz¢ z nieliniowych réwna, sciezka ta zblza
sie asymptotycznie do prostej réwnolegtej do osi etjwh wyprowadzonej z punktu
bifurkaciji, jesli utrata stateczrimi wystpuje w stanie sgeystym.
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