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DRGANIA WEASNE ZtO ZONYCH UKLADOW SZTYWNYCH

W pracy przeanalizowano drgania wlasne trzecharlgch uktadéw sztywnych.
Rozwdano nieodksztatcaln desk, na ktérej ustawiono kolejno: kyl krgzek
i obrecz. Zarébwno ohlicz jak i kgzek oraz kula @ niejednorodne. W zadaniu
zalazono brak pg@lizgu medzy elementami ustawionymi na desce aqgaskomiast
miedzy desk a podidem przygto brak tarcia. Réwnania ruchu analizowanych
ukltadow wyprowadzono metp@nergetyczs a nasgpnie rozwizano przy gyciu
pakietu Mathematica. We wszystkich trzech przypadkazwizano nieliniowe
réwnania r&niczkowe i poréwnano z wynikami otrzymanymi poealipzowaniu
tych réwnai. Rozwgzania zilustrowano wykresami.

NATURAL VIBRATIONS OF COMPLEX RIGID SYSTEMS

In the paper natural vibrations of three complegidi systems are considered.
In the first case the system consists of board ra@dhomogenous sphere. Next we
consider non-homogenous roller on the board. Thst lane system consists
of the board and non-homogenous hoop. Solving theeblems we assume
that the board is placed on the ideal smooth, lomial floor and the hoop,
the roller, the sphere are rolling on the boardhaitit skidding. Equations of motion
of these systems are derived using energetic methddolved using Mathematica.
Solutions of nonlinear equations of motion and dindorm of these equations
are compared. Some figures illustrate solutionthefproblems.

1. WSTEP

W pracy analizujemy drgania wiasne trzech zatoych ukladéw sztywnych.
Rozwaamy nieodksztatcalindeslk, na ktorej ustawiono kolejno: afwz, kmzek i kule.
Zarobwno obg¢cz jak i kmzek oraz kula s niejednorodne. W zadaniu zaktadamy brak
poslizgu migdzy elementami ustawionymi na desce a deskatomiast midzy desk a
podtazem jest brak tarcia. RGwnania ruchu analizowany¢adéw wyprowadzimy metad
energetyczg a nasipnie rozwizemy przy uyciu pakietu Mathematica. We wszystkich
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trzech przypadkach rozwgiemy nieliniowe réniczkowe réwnania ruchu i poréwnamy
z wynikami otrzymanymi po zlinearyzowaniu tych réa#n

2. DRGANIA WLASNE UKLADU ZtO ZONEGO Z NIEJEDNORODNEJ KULI
| DESKI

W pierwszej kolejnéci przeanalizujemy ukitad sktadaly sk z niejednorodnej kuli
0 masie catkowitej3m i promieniu R, umieszczonej na desce o masie. Desk wraz
Z kula ustawiono na doskonale gtadkiej, poziomej powienic Zatowymy przy tym,ze
miedzy kub a desk nie ma pélizgu. Schemat dynamiczny zadania przedstawia eisdn

Rys. 1. Schemat dynamiczny zadania

Potazenie deski opisuje wspokdna x, natomiast obrét kuli wzgtlem deski opisuje
kat ¢ . Prdkos¢ deski x w funkcji kata ¢ oraz jego pochodnej , na podstawie zasady
zachowania ¢gdu, zgodnie z oznaczeniami prayjmi na rysunku 1, jest rowna

3mg@( R- cco
X=- M ) (1)
M +3m

Energia potencjaln& i kinetycznaE, analizowanego uktadu w polu grawitacyjnym

ziemskim g zgodne z nagpujacymi wzorami:

V =3mgd1- cosp) ,

E, :%M)‘(Z+%3n{( Rp + % <¢cos¢)2+( @ sinp)z]+% 3m¥p? @)

We wzorze (2) uwzgkdniono biegunowy moment bezwtadoo niejednorodnej kuli
wzglgdem punktuQ jak na rysunku 13, = k*m.

Po uwzgtdnieniu zalenosci (1) miedzy wspélrzdnymi X a ¢ i ¢ wyrazenie na
energg kinetyczr, w funkcji kata ¢ oraz jego pochodnej ma posté
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3 M 2 C’sin®g
E == mKg?+3mp? R co +—". 3
=5 mKP+3mp? (R cosp)’+ = 3)
Zapisupc prawo zachowania energii mechanicznej
d _
a(Ek+v)_o, (4)

otrzymujemy nasgpujace rownanie ruchu uktadu kula — deska

. M g 2 c’sin®g
m¢{k2¢+¢[M+3m(R CCOS¢)+ 2 }L

®)

+ ¢[M Tsm(R— ccosp) 2p sinp+ Cp 2sinp co¢;}+ gc sm}:

Poniewa predkos¢ ¢ jest r&na od zera w dowolnej chwili, to wyir@nie w nawiasie,

w rownaniu (5) musi byréwne zeru.
Rownanie ruchu (5) jest nieliniowym rownanienemitzkowym drugiego r@du ze
wzgledu na zmieng ¢ . Po zlinearyzowaniu ulega ono znacznemu uprosiacienozna

zapis@ je w nastpujacej postaci

b+ $=0. (6)
(R-0)*+ K

M +3m

W celu okrélenia wptywu nieliniowdci na wyniki zadania oba powsze roéwnania
ruchu rozwizano przy pomocy programu Mathematica.

3. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

W rozwiazywanym przyktadzie przgfo, ze masa goérnej, jednorodnej pétkuli wynosi
m, a dolnej, rownig jednorodnej potkuli, jest rownam . Srodek cizkosci kazdej potkuli

oddalony jest odsrodka geometrycznego kuli ogR, zatem $rodek masy kuli
niejednorodnej przesuity jest w dét o wielké¢ c::—é R. Masowy, biegunowy moment

bezwtadnéci analizowanej kuli wzgldem jejsrodka cgzkosci wynosi J, =% mR, a
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/J f
zatem wspoétczynnikk = 3—Q jest rownyk = R 2—22 Promie kuli przyjeto R=1m, a
m

przyspieszenie ziemskig =9,81m/$ .
W przypadku zadania nieliniowego ¢@u drgania) zalmno nasfpujace warunki

poczatkowe: ¢(0)=g oraz ¢(0)=0, natomiast po zlinearyzowaniu réwnania ruchu

uktadu kula — deska (mate drgania) petyj ze ¢(0) =2—7; ,ag(0)=0.

Korzystapc z rozwiazan rownai ruchu (5) i (6) wykonano wykresy odpowiastzg
dwym drganiom (rysunki 2-6) i matym drganiom (rysunki8) niejednorodnej kuli
ustawionej na desce.
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Rys. 2. Wykresg(t), ¢(t) i x(t)w przypadku diych drgai swobodnych uktadu:
m=100, M =300, ¢(o)=’—27, #(0)=0

k .
(1)

¢()

Rys. 3. Portret fazowy (t) i ¢(t) w pfzypadku diych drgai swobodnych uktadu:

m=100, M =300, ¢(o):’—27, $(0)=0
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Rys. 4. Wykresg(t), ¢(t) i x(t)w przypadku diych drgai swobodnych uktadu:

m=100, M =50, ¢(o)=’—27, $(0)=0
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Rys. 5. Portret fazowy (t) i ¢(t) w przypadku dtych drgai swobodnych uktadu:

m=100, M =50, ¢(o)=’—27, #(0)=0
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Rys. 6. Wykresy przyspiesze(t) i ¢(t) przy m=100, M =300, ¢(0) =7ET, #(0)=0
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Rys. 7. Wykresg(t), ¢(t) i x(t)w przypadku matych drgaswobodnych uktadu:
T

m=100, M =100, ¢(o)=2— #(0)=0

o
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Rys. 8. Portret fazowy (t) i ¢(t) w przypadku matych drgaswobodnych uktadu:

m=100, M =100, ¢(o):2—’g, $(0)=0

4. DRGANIA WELASNE UKLADOW ZtO ZONYCH Z NIEJEDNORODNEGO
KRAZKA | DESKI ORAZ OBR ECZY | DESKI
W przypadku kizka o masie gornej potowyn i dolnej potowy 2m oraz o promieniu

R, wielkos¢ c=£. Lokalne srodki mas obu potéwek as oddalone odsrodka

geometrycznego keka o ? Biegunowe momenty bezwladimd obu potéwek wzgidem
T

ich lokalnychsrodkéw mas wynoszodpowiednio:

_ mR
@187

(97 -32), chzw(ng—&) 7)

J 187

Biegunowy moment bezwladéa obu potéwek wzgidem osi prostopadtej doodka masy
krazka oraz wspotczynnilk sa okreslone wzorami:

3, =§(9n2—23), k=£ /?13(972— 23 ®)

Analogicznie w przypadku obczy o masie gornej potowyn i dolnej potowy 2m oraz
0 promieniuR , odpowiednie wzorysshastpujace:
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2R 4 4
c=2", Jq:mﬁ[l—?j, %2=2mﬁ(1—Fj, o

J, =§(27n2—92) . k=277 - 2.

9
5. WNIOSKI

W pracy przeanalizowano drgania wlasne trzechzartgch ukladéw sztywnych.
Rozwaano nieodksztatcain desk lezaca na gtadkim, sztywnym podio, na ktorej
ustawiono kolejno niejednorodne: kukrazek i obecz.

Rozwiazanie nieliniowych réwna ruchu analizowanych uktadéw przy zgh
wychyleniach rani si¢ od rozwizan zlinearyzowanych réwrfaruchu przy narzuconych

warunkach pocgkowych ¢(0):7ET i ¢(0)=0 (zadanie nieliniowe) orazp(o):%
i ¢(O) =0 (zadanie liniowe). Zaobserwowano rowinenacacy wpltyw masy deski, przy
zadanej masie kuli, na przebiegi diga
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