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Artykut jest odpowiedzina konieczn@ stosowania rachunku tdiczkowo-catkowego
utamkowych regdéw w rénych dziedzinach nauki takich jak teoria sterowamzy
miernictwo dynamiczne. W pracy zaprezentowano reyptemiarowy, ktory zamodelowano
zarébwno rownaniem emiczkowym 2-go ezlu jak i rachunkiem réniczkowo-catkowym
utamkowych rgdéw. Badania symulacyjne wykonano smdowisku programistycznym
Matlab-Simulink.

COMPARISON OF MEASUREMENT SYSTEMS
MODELLED BY MEANS OF CLASSICAL DIFFERENTIAL EQUATIO N
AND FRACTIONAL CALCULUS

The article is inspired by developments in the tfoa@l calculus in different areas of
science such as control theory aetkctrical measurement®A model of measurement
system is presented, modelled by means of bottiabsical 2nd order differential equation
and fractional calculus. Tests are executed in pinegramming environment Matlab-
Simulink.

1. WSTEP

Dynamiczny rozwéj bada w ostatnich latach nad zastosowaniem rachunku
rézniczkowo-catkowego utamkowych e¢déw (krécej: réniczkowo-catkowego lub
utamkowego) do analizy uktadéw dynamicznych, skdaahd podicia proby jego #ycia w
modelowaniu systemoéw pomiarowych [2], [7].

Modelowanie rzeczywistego systemu pomiarowego shdadgo st z wielu uradzea
wymusza uwzgldnienie dynamiki odpowiedzi kdego z nich. Na podstawie znajosob
sygnatu wymuszenia i sygnatu odpowiedzizihee jest uzyskanie opisu dynamiki systemu
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w postaci réwnania ediczkowego. Doktadni tak uzyskanego modelu zajegtéwnie od
stosowanej metody identyfikacji. Zastosowanie w cpsie identyfikacji rachunku
rozniczkowo-catkowego stwarza nowe #iwosci uzyskania modelu doktadniej
odzwierciedlajcego dynamil badanego obiektu.

Dynamike proceséw fizycznych takich jak przyspieszenie,eprieszczenie, przeptyw
cieczy, naizenie padu elektrycznego modelujeeszwykle réwnaniami réniczkowymi.
Klasyczny zapis dynamiki przetwornikbw pomiarowydpiera st na rownaniach
rézniczkowych, ktére stanowiich matematyczny model w dziedzinie czasu. Rowaani
takie ma posta

d(i)y d(i-l)y
— L+ AL LA AY() =
A dt(l) A’n—l dt(|—1) )Aby( ) (1)

0) )
=B, % + m_1%+...+ B, f ()
gdzie:y = f(X).
W przypadku rachunku #diczkowo-catkowego operatory adiczkowania i
catkowania funkcjidczy st w jeden operatoD" .
Dla rézniczkowania, rzd N przyjmuje wartéci dodatnien = 1,2,3,... a dla catkowania
wartasci uiemne— N =-1,—2,— 3..... Definiowany jest t& operator neutralny dla ¢du

n=0 [2], [7]:

d"f (t)

dt”
D"f(t) = £(t) dla n=0
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to

da n>0 )

dr, dla n<O

2. ALGORYTM IDENTYFIKACJI SYSTEMU POMIAROWEGO

W pracy wykorzystano laboratoryjny system do baaaiarakterystyk dynamicznych
akcelerometréw pokazany na rysunku 1. Zamodelowagstem sktadafy sk z
akcelerometru, kondycjonera i karty pomiarowej [[g]. ROwnanie opisace dynamik
tego systemu wyznaczono za pomauetody autoregresji z zewtnznym wymuszeniem
ARX [1]. Identyfikowanym sygnatem jest sygnal nggowy z kmca badanego toru
pomiarowego, sygnalem poréwnawczym — sygnat z akosletru wzorcowegoehacy
odpowiedzi, na wymuszenie sinusoidalne generatoragstodiwosci 200 Hz.
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Rys.1. Schemat blokowy laboratoryjnego systemugromégo do badania przetwornikéw
pomiarowych [6]

W wyniku dziatania metody identyfikacji ARX otrzyma transmitangj G(S)
opisupca dynamile systemu:
_ 0,0321%” +13196s+1,33810°

G(s
(s) s’ +4,67810%s+2,30910’

®3)

Na podstawie transmitancjiagjtej wyznaczona zostata transmitancji dyskretnaaiasu

prébkowanian =0,0000001s.

0,03215° - 0,0536& + 0,02163
z* -1625z+0,6264

G(9= @)
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Transmitangj dyskretn (4) mazna zapisaw postaci ogélnej réwnaniaandicowego:

RW, W, +a W, =

_ )
=0,% +BX + 8,
lub jako réwnanie macierzowe:
W
2, & a]|w.|=
W2
(6)
X
=[o, b B]| %,
X2
Réwnanie ranicowe (5) w zapisie tdiczkowo — catkowym ma posta
2 @ —
ADTW AL LT+ AW, = @
— (2) (Y
=BA W + BA X T BoW,
gdzie A(lf) jest rénica wsteczi funkcji dyskretnej definiowanjako:
(n) : (n)
n —_ n
AN F = Z:;aj Foi) (8)
J:
Po uwzgtdnieniu wyraenia (8) réwnanie (7) w zapisie macierzowym przyjgrposta:
APw,
[a, -a-23 a+a+a)]|aPw |=
mow | ©
A(kZ)Xk
=[o, -b-20, b +b+b]| AYx,
A(I?)Xk_
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Ostatecznie wspotczynniki rownania (g)réwne:

A, =0,0001 A =-0,0106 A, =0,0322

(10)
B, = 0,0018 B, =-0,3755 B, =1
3. POROWNANIE MODELI SYSTEMU POMIAROWEGO W ZAPISIE
DYSKRETNEJ TRANSMITANCJI | ZAPISIE POCHODNO-CALKOWY M

Porownano modele rzeczywistego systemu pomiarowegopostaci dyskretnej
transmitancji (4) oraz modelu zapisanego réwnanigmmiczkowo-catkowym (7) o
wspotczynnikach (10). Obydwa modele wyznaczono adstawie modelu ggtego (3)
uzyskanego za pomganetody identyfikacji ARX [1]. W badanym systemiastosowano
akcelerometr o czutsi 10,18 mV/m&. Sygnat wzorcowy otrzymano z akcelerometru
referencyjne go o czudoi 317mV/mg.

Na rysunku 2 pokazano schemat blokowy symulacidittpomiarowego wykonany w
pakiecie Matlab-Simulink [8]. Symulacje wykonano tod catkowania ode3 z czasem
probkowania 0,00001s dla sinusoidalnego sygnatdoieyego o czstotliwosci 200 Hz.
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Rys.2. Schemat blokowy symulacji dla systemu pomégo [5], [6]
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Duze wzmocnienie widoczne na charakterystyce amplitgjomodelu dyskretnego
(rysunek 3) wynika z zastosowania do badania sygnatapiciowych. Referencyjny
poziom wzmocnienia wyznaczony jako stosunek cmitprzetwornika pomiarowego do
wzorcowego w skali logarytmicznelV, = -29,87 dB. Dla tej wartwi stosunek
przyspieszenia wyznaczonego na podstawie sygnali¢ai@wego czujnika pomiarowego
do przyspieszenia okilenego za pomag czujnika wzorcowego rowny jest 1. Dla
wyznaczonego modelu dyskretnego zaobserwomwazna znaczne przesuoie fazowe
zalezne od cegstotliwosci sygnatu wejciowego. W przypadku zastosowania modelu
pochodno-catkowego uzyskano stab#ifiprzesunicia fazowego.

Bode Diagram
0 — g ey
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Rys.3. Charakterystyki Bodego modelu o transmitathggkretnej i modelu ehiczkowo-
catkowego [5], [6]

Uzyskane charakterystyki (rysunek 4) potwierdzajyvyniki uzyskane z bada

charakterystyk amplitudowo-fazowych modelu pochoedatkowego: zmniejszenie
przesungcia fazowego oraz uzyskanie mniejszej amplitudynsyig niz sygnat wzorcowy.
Zwrdci¢ trzeba uwag na zachowanie modelu pochodno-catkowego nagtlacsymulacii.

Odpowied. tego modelu nie ma stanu przpwego wynikajcego z rozruchu w
przeciwieistwie do modelu dyskretnego.
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Rys.4. Poréwnanie odpowiedzi modelu dyskretnego odemn pochodno-catkowego
Z sygnatem wegiowym [5], [6]

4. WNIOSKI

Pochodna i catka dowolnych eddw otwieraj wiele maliwosci w dziedzinie
identyfikacji uktadéw dynamicznych, tworzenia nowyc nieosigalnych wczéniej
algorytmoéw sterowania w uktadach ze sgeniami zwrotnymi. Mana réwnie rozwaza¢
rzedy jako funkcje czasu. Prowadzi to do rowmazniczkowych o zmiennych, zaleych
od czasu, rgach. Naley tutaj podkréli¢, ze powszechnie znane pochodne
przypadkami szczegdlnymi prezentowanego w artykalthunku. Catkowity rm catki
rozumiany jest jako odpowiaday krotndci caltki oznaczonej. Nakatoby, zatem mowio
rachunku raniczkowym i catkowym rzdu catkowitego i niecatkowitego, czyli dowolnego.

Dalszych bada wymaga sprawdzenie jak model systemu pomiarowegmaczony
metod rézniczkowo-catkovy utamkowych redéw odzwierciedla rzeczywisty system oraz
czy oddaje on doktadniej dynamirzetwarzania sygnatu wejowego nk model opisany
klasycznymi réwnaniami edniczkowymi.
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