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PORÓWNANIE KLASYCZNEGO I RÓ śNICZKOWO-CAŁKOWEGO  
MODELU SYSTEMU POMIAROWEGO 

 
Artykuł jest odpowiedzią na konieczność stosowania rachunku róŜniczkowo-całkowego 

ułamkowych rzędów w róŜnych dziedzinach nauki takich jak teoria sterowania czy 
miernictwo dynamiczne. W pracy zaprezentowano system pomiarowy, który zamodelowano 
zarówno równaniem róŜniczkowym 2-go rzędu jak i rachunkiem róŜniczkowo-całkowym 
ułamkowych rzędów. Badania symulacyjne wykonano w środowisku programistycznym 
Matlab-Simulink. 

 
 

COMPARISON OF MEASUREMENT SYSTEMS  
MODELLED BY MEANS OF CLASSICAL DIFFERENTIAL EQUATIO N  

AND FRACTIONAL CALCULUS 
 

The article is inspired by developments in the fractional calculus in different areas of 
science such as control theory and electrical measurements. A model of measurement 
system is presented, modelled by means of both the classical 2nd order differential equation 
and fractional calculus. Tests are executed in the programming environment Matlab-
Simulink. 

 
 
1. WSTĘP 

 
Dynamiczny rozwój badań w ostatnich latach nad zastosowaniem rachunku 

róŜniczkowo-całkowego ułamkowych rzędów (krócej: róŜniczkowo-całkowego lub 
ułamkowego) do analizy układów dynamicznych, skłania do podjęcia próby jego uŜycia w 
modelowaniu systemów pomiarowych [2], [7].  
Modelowanie rzeczywistego systemu pomiarowego składającego się z wielu urządzeń 
wymusza uwzględnienie dynamiki odpowiedzi kaŜdego z nich. Na podstawie znajomości 
sygnału wymuszenia i sygnału odpowiedzi moŜliwe jest uzyskanie opisu dynamiki systemu 
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w postaci równania róŜniczkowego. Dokładność tak uzyskanego modelu zaleŜy głównie od 
stosowanej metody identyfikacji. Zastosowanie w procesie identyfikacji rachunku 
róŜniczkowo-całkowego stwarza nowe moŜliwości uzyskania modelu dokładniej 
odzwierciedlającego dynamikę badanego obiektu. 
Dynamikę procesów fizycznych takich jak przyspieszenie, przemieszczenie, przepływ 
cieczy, natęŜenie prądu elektrycznego modeluje się zwykle równaniami róŜniczkowymi. 
Klasyczny zapis dynamiki przetworników pomiarowych opiera się na równaniach 
róŜniczkowych, które stanowią ich matematyczny model w dziedzinie czasu. Równanie 
takie ma postać: 
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gdzie: )(xfy = . 

W przypadku rachunku róŜniczkowo-całkowego operatory róŜniczkowania i 

całkowania funkcji łączy się w jeden operator nD  .  
Dla róŜniczkowania, rządnprzyjmuje wartości dodatnie ...,3,2,1=n  a dla całkowania 

wartości ujemne ...,3,2,1 −−−=− n . Definiowany jest teŜ operator neutralny dla rzędu 

0=n  [2], [7]: 
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2. ALGORYTM IDENTYFIKACJI SYSTEMU POMIAROWEGO 
 

W pracy wykorzystano laboratoryjny system do badania charakterystyk dynamicznych 
akcelerometrów pokazany na rysunku 1. Zamodelowano system składający się z 
akcelerometru, kondycjonera i karty pomiarowej [5], [6]. Równanie opisujące dynamikę 
tego systemu wyznaczono za pomocą metody autoregresji z zewnętrznym wymuszeniem 
ARX [1]. Identyfikowanym sygnałem jest sygnał napięciowy z końca badanego toru 
pomiarowego, sygnałem porównawczym – sygnał z akcelerometru wzorcowego będący 
odpowiedzią na wymuszenie sinusoidalne generatora o częstotliwości 200 Hz. 
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Rys.1. Schemat blokowy laboratoryjnego systemu pomiarowego do badania przetworników 
pomiarowych [6] 

 
W wyniku działania metody identyfikacji ARX otrzymano transmitancję )(sG  
opisującą dynamikę systemu: 
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Na podstawie transmitancji ciągłej wyznaczona została transmitancji dyskretna dla czasu 

próbkowania 0000001,0=pT  s. 
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Transmitancję dyskretną (4) moŜna zapisać w postaci ogólnej równania róŜnicowego: 
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lub jako równanie macierzowe: 
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Równanie róŜnicowe (5) w zapisie róŜniczkowo – całkowym ma postać: 

 

201
)1(

1
)2(

2

20
)1(

11
)2(

2

−−

−−

+∆+∆=

=+∆+∆

kkkkk

kkkk

wBxBwB

wAAwA
                               (7) 

 

gdzie )(n
k∆   jest róŜnicą wsteczną funkcji dyskretnej definiowaną jako: 
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Po uwzględnieniu wyraŜenia (8) równanie (7) w zapisie macierzowym przyjmuje postać: 
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Ostatecznie współczynniki równania (7) są równe: 
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3. PORÓWNANIE MODELI SYSTEMU POMIAROWEGO W ZAPISIE 
DYSKRETNEJ TRANSMITANCJI I ZAPISIE POCHODNO-CAŁKOWY M 
 

Porównano modele rzeczywistego systemu pomiarowego w postaci dyskretnej 
transmitancji (4) oraz modelu zapisanego równaniem róŜniczkowo-całkowym (7) o 
współczynnikach (10). Obydwa modele wyznaczono na podstawie modelu ciągłego (3) 
uzyskanego za pomocą metody identyfikacji ARX [1]. W badanym systemie zastosowano 
akcelerometr o czułości 10,18 mV/ms-2. Sygnał wzorcowy otrzymano z akcelerometru 
referencyjne go o czułości 317mV/ms-2. 

Na rysunku 2 pokazano schemat blokowy symulacji układu pomiarowego wykonany w 
pakiecie Matlab-Simulink [8]. Symulacje wykonano metodą całkowania ode3 z czasem 
próbkowania 0,00001s dla sinusoidalnego sygnału wejściowego o częstotliwości 200 Hz.  
 

 
 
Rys.2. Schemat blokowy symulacji dla systemu pomiarowego [5], [6] 
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DuŜe wzmocnienie widoczne na charakterystyce amplitudowej modelu dyskretnego 
(rysunek 3) wynika z zastosowania do badania sygnałów napięciowych. Referencyjny 
poziom wzmocnienia wyznaczony jako stosunek czułości przetwornika pomiarowego do 
wzorcowego w skali logarytmicznej Wr = -29,87 dB. Dla tej wartości stosunek 
przyspieszenia wyznaczonego na podstawie sygnału napięciowego czujnika pomiarowego 
do przyspieszenia określonego za pomocą czujnika wzorcowego równy jest 1. Dla 
wyznaczonego modelu dyskretnego zaobserwować moŜna znaczne przesunięcie fazowe 
zaleŜne od częstotliwości sygnału wejściowego. W przypadku zastosowania modelu 
pochodno-całkowego uzyskano stabilność przesunięcia fazowego. 

 
 
Rys.3. Charakterystyki Bodego modelu o transmitancji dyskretnej i modelu róŜniczkowo-
całkowego [5], [6] 
 
Uzyskane charakterystyki (rysunek 4) potwierdzają wyniki uzyskane z badań 
charakterystyk amplitudowo-fazowych modelu pochodno-całkowego: zmniejszenie 
przesunięcia fazowego oraz uzyskanie mniejszej amplitudy sygnału niŜ sygnał wzorcowy. 
Zwrócić trzeba uwagę na zachowanie modelu pochodno-całkowego na początku symulacji. 
Odpowiedź tego modelu nie ma stanu przejściowego wynikającego z rozruchu w 
przeciwieństwie do modelu dyskretnego. 
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Rys.4. Porównanie odpowiedzi modelu dyskretnego i modelu pochodno-całkowego  
z sygnałem wejściowym [5], [6] 

4. WNIOSKI 

Pochodna i całka dowolnych rzędów otwierają wiele moŜliwości w dziedzinie 
identyfikacji układów dynamicznych, tworzenia nowych, nieosiągalnych wcześniej 
algorytmów sterowania w układach ze sprzęŜeniami zwrotnymi. MoŜna równieŜ rozwaŜać 
rzędy jako funkcje czasu. Prowadzi to do równań róŜniczkowych o zmiennych, zaleŜnych 
od czasu, rzędach. NaleŜy tutaj podkreślić, Ŝe powszechnie znane pochodne są 
przypadkami szczególnymi prezentowanego w artykule rachunku. Całkowity rząd całki 
rozumiany jest jako odpowiadający krotności całki oznaczonej. NaleŜałoby, zatem mówić o 
rachunku róŜniczkowym i całkowym rzędu całkowitego i niecałkowitego, czyli dowolnego. 

Dalszych badań wymaga sprawdzenie jak model systemu pomiarowego wyznaczony 
metodą róŜniczkowo-całkową ułamkowych rzędów odzwierciedla rzeczywisty system oraz 
czy oddaje on dokładniej dynamikę przetwarzania sygnału wejściowego niŜ model opisany 
klasycznymi równaniami róŜniczkowymi. 
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