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W  pracy przeanalizowano drgania ghre  podwieszonej  belki
oraz podwieszonych plyt: kwadratowej i trgikej. Réwnania ruchu analizowanych
uktadow wyprowadzono stoguj metog@ energetyczn Zaréwno w przypadku belki
jak i ptyty kwadratowej oraz plyty w ksztaitcie kg rownobocznego zastosowano
dyskretne schematy zgstze o masach skupionych. Wyznaczoret@zi kotowe
oraz okresy drgabelki i piyt.

TORSIONAL VIBRATIONS OF BEAM AND PLATE

In the paper torsional vibrations of a beam andtptaare analysed. Equation
of motion of beam as well as equations of motioplaites are derived using energy
method. Substitutive, discrete systems are usedhtrbeam, the square plate
and the triangular plate. Frequencies and vibratipariods of beam and plates
are determined.

1. WSTEP

Przedmiotem pracy jest analiza diigaskretnych podwieszonej belki oraz
podwieszonych piyt. Do wyprowadzenia réwinaruchu analizowanych ukfadéw
wykorzystano metogenergetyczm Zarowno w przypadku belki jak i ptyty kwadratowej
oraz piyty w ksztalcie trogta rownobocznego zastosowano dyskretne scheméatpeas.
W przypadku wszystkich trzech ukladéw rozmano ich roéwnania drga wyznaczajc
czestasci kotowe oraz okresy drgebelki i ptyt.

2. DRGANIA SKR ETNE PODWIESZONEJ BELKI | PLYTY

Niech jednorodna sztywna, pozioma befd&a o masie catkowitejn i dtugasci | bedzie
podwieszona za oba kee na dwdch jednakowych nieroggiiwych linkach pionowych
o danej dlugéci L. W potazeniu réwnowagi statycznej obie linka slo siebie réwnolegte.
Naszym zadaniem ¢hzie wyznaczenie estosci kolowej i okresu malych drga
powstatych przy malym obrocie belki dookota osimgwej OC, przechodacej przez jej
srodek masyC, jak na rysunku 1.
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Rys. 1. Schemat dynamiczny sztywnej belki podwigisza linach; mate drgania dookota
potazenia réwnowagi statycznej

Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 1 jako wsgdinz uogdlniory przyjmujemy maty kt
obrotu linek ¢ = ¢(t). Do rozwihzania zadania wykorzystujemy metodnergetycza
Zatem, energi kinetyczra zastpczego ukladu mas skupionych na belce, eaergi
potencjalm, réwnanie ruchu belki, stcs¢ kolowa oraz okres drga okreslimy
nastpujacymi wzorami:
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W podobny spos6b znajdziemyesiotliwos¢ i okres matych drgacienkiej kwadratowej
ptytki ABCD, zawieszonej w nadmikach na czterech jednakowych linkachzda
o dlugaci [. Kwadratowa plytka jest sztywna i jednorodna o imasatkowitej M

i 0 dlugaci boku 2 [, tak jak na rysunku 2. | to zadanie rowni®zwiazujemy metod

energetycza, a za wspotradng uogolnior, przyjmiemy maty kt obrotug = ¢(t), o ktory
obréci st kazda linka w ptaszczinie prostopadiej do przetoej plytki w kazdym

narazniku. W wyniku matych drg& sama plytka obroci sio kat 6 = 6(t) dookota
swojegosrodka masyo, tak jak na rysunku 3.

W=

ml2¢g+mgl sin<p)<p=0, @ #0, sing= g, 1)
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Rys. 2. Schemat dynamiczny cienkiej, sztywnej ptytk
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Rys. 3. Maly obrot ptytki ogdk 6 = 6(t) oraz maly obrét linki okt ¢ = @(t)

Jednoczénie cata plytka podniesieesna wysokéé h. ROwnania wgzéw zapisujemy w
nastpujacy sposob:

lsin<p=l\/§ sin @, sing = ¢, sing = 6,

2
. _ . _ 1 51
sing =2 sinf & O=%0, 0=70.
Energia kinetyczna i energia potencjalna vigiasic ponizszymi wzorami:
1 Nz IM@D*1 N1
Ek—EIO(H) =57 ¢ (ﬁ‘ﬂ) =g M7,
3

V =E, =Mgh=Mgl(1l—cosg).
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Natomiast rownanie ruchu phytki, €tas¢ kotowa i okres matych drgasa nastpuijace:

d
E(Ek'i' V)y=o0,

1 ) . : : . ., 39
<§Mlz<p+Mglsm<p)<p=0, @#0, sing =g, (p+T<p=,
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Poprawné¢ rozwiazania maemy potwierdai, wykorzystujc idez zasgpczego,
dyskretnego uktadu mas skupionych, réwnomyah ptytce wyjciowej. Zaktadaic
w naranikach cztery jednakowe masy skupiome,, a w srodku piytki mag m,,
otrzymujemy:

dmy+my =M, 4m;(W2) =iM@D? m=>M my=:M. (5
Uktad mas zagpczych w plytce kwadratowej pokazano na rysunkuC#tery masy
skupione w narinikach stanowi cztery wahadta matematyczne z linkami o dhegd.
Energia kinetyczna zagtczego uktadu jest zatem rowna

M

Ek= 1

4122 =2 M 212, 6)

N | =
N

i jest taka sama jak w rownaniu {3Energia potencjalna roéwrienie ulega zmianie
i rownanie ruchu (4)pozostaje bez zmian.

W przypadku cienkiej, poziomej ptytki w ksztalci®jkata rownobocznego o masié
i boku [, zawieszonej w nasmikach na trzech poziomych linkach rownie diugdci [,
postpujac identycznie jak poprzednio, zgodnie z oznaczeniaarysunku 5, przy tej
samej wspotrzdnej uogdinionep = ¢(t), otrzymujemy:

21\/§>2 1

1 3
3my+m, =M, 3m1<§T =—Mlz, m; =—M, m2=ZM,

Ee=733 2 ¢X%, V=E,=Mgl(1—cosp), = (E+V)=0, @)

., 49 _ \/? _2m |l
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Rys. 5. Zagpczy, dyskretny uktad mas skupionych w plytce tatkiz trojigta
réwnobocznego

3. WNIOSKI

Podobnie jak w zadaniach przedstawionych w pragytéik i w przypadku belki i ptyt
podwieszonych mamy do czynienia z ukladami o jedrstopniu swobody. Otrzymane
w pracy réwnania ruchu, po zlinearyzowaniu,zme w tatwy sposob rozazat otrzymupc
sciste rozwizania analityczne. Wprowadzenie zpstzych ukladéw dyskretnych, o masach
skupionych, dodatkowo utatwia rozyganie zadéa
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