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DRGANIA SKR ĘTNE PODWIESZONEJ BELKI I PŁYTY 
 

W pracy przeanalizowano drgania skrętne podwieszonej belki  
oraz podwieszonych płyt: kwadratowej i trójkątnej. Równania ruchu analizowanych 
układów wyprowadzono stosując metodę energetyczną. Zarówno w przypadku belki 
jak i płyty kwadratowej oraz płyty w kształcie trójkąta równobocznego zastosowano 
dyskretne schematy zastępcze o masach skupionych. Wyznaczono częstości kołowe 
oraz okresy drgań belki i płyt. 

 
 

TORSIONAL VIBRATIONS OF BEAM AND PLATE 
 

In the paper torsional vibrations of a beam and plates are analysed. Equation  
of motion of beam as well as equations of motion of plates are derived using energy 
method. Substitutive, discrete systems are used for the beam, the square plate  
and the triangular plate. Frequencies and vibration periods of beam and plates  
are determined. 

 
 

1. WSTĘP 
Przedmiotem pracy jest analiza drgań skrętnych podwieszonej belki oraz 

podwieszonych płyt. Do wyprowadzenia równań ruchu analizowanych układów 
wykorzystano metodę energetyczną. Zarówno w przypadku belki jak i płyty kwadratowej 
oraz płyty w kształcie trójkąta równobocznego zastosowano dyskretne schematy zastępcze. 
W przypadku wszystkich trzech układów rozwiązano ich równania drgań, wyznaczając 
częstości kołowe oraz okresy drgań belki i płyt. 
 
2. DRGANIA SKR ĘTNE PODWIESZONEJ BELKI I PŁYTY 

Niech jednorodna sztywna, pozioma belka AB o masie całkowitej � i długości � będzie 
podwieszona za oba końce na dwóch jednakowych nierozciągliwych linkach pionowych 
o danej długości �. W połoŜeniu równowagi statycznej obie linki są do siebie równoległe. 
Naszym zadaniem będzie wyznaczenie częstości kołowej i okresu małych drgań 
powstałych przy małym obrocie belki dookoła osi pionowej OC, przechodzącej przez jej 
środek masy C, jak na rysunku 1. 
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Rys. 1. Schemat dynamiczny sztywnej belki podwieszonej na linach; małe drgania dookoła 
połoŜenia równowagi statycznej 

 
Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 1 jako współrzędną uogólnioną przyjmujemy mały kąt 
obrotu linek � 	 �
��. Do rozwiązania zadania wykorzystujemy metodę energetyczną. 
Zatem, energię kinetyczną zastępczego układu mas skupionych na belce, energię 
potencjalną, równanie ruchu belki, częstość kołową oraz okres drgań określimy 
następującymi wzorami: 
 

�� 	 2 12 �6  �� 
�� �,    � 	 �� 	 � � � 
1 � cos ��,       ��� 
�� � �� 	 0, 
 !"#  � �� �$ �  � � � sin �' �� 	 0,        ��  ( 0,      sin � )  �,                 (1) 

 

�$ �  3 ��  � 	 0,      +� 	 3�� ,     + 	 ,3 �� ,     - 	 2 .+ 	 2. , �3 � ,     / 	 1- 	 , �3�. 
 
W podobny sposób znajdziemy częstotliwość i okres małych drgań cienkiej kwadratowej 
płytki ABCD, zawieszonej w naroŜnikach na czterech jednakowych linkach kaŜda 
o długości �. Kwadratowa płytka jest sztywna i jednorodna o masie całkowitej 0 
i o długości boku 2 �, tak jak na rysunku 2. I to zadanie równieŜ rozwiązujemy metodą 
energetyczną, a za współrzędną uogólnioną przyjmiemy mały kąt obrotu � 	 �
��, o który 
obróci się kaŜda linka w płaszczyźnie prostopadłej do przekątnej płytki w kaŜdym 
naroŜniku. W wyniku małych drgań sama płytka obróci się o kąt 1 	 1
�� dookoła 
swojego środka masy O, tak jak na rysunku 3. 
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Rys. 2. Schemat dynamiczny cienkiej, sztywnej płytki 
 
 

 
 

Rys. 3. Mały obrót płytki o kąt 1 	 1
�� oraz mały obrót linki o kąt � 	 �
�� 
 
Jednocześnie cała płytka podniesie się na wysokość 2. Równania więzów zapisujemy w 
następujący sposób: 
 � sin � 	 � √2 sin 1,          sin � 	 �,        sin 1 	 1,        

(2) sin � 	 √2 sin 1   4     1 	 "√�  �,      1� 	 "√�  �� . 
 
Energia kinetyczna i energia potencjalna wyraŜają się poniŜszymi wzorami: 
 

�� 	 12 56 71�8� 	  12 0 
2���
6  9 1√2 �� :� 	 16  0�� �� � ,  

(3) � 	 �; 	 0�2 	 0��
1 � cos �� . 
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Natomiast równanie ruchu płytki, częstość kołowa i okres małych drgań są następujące: 
 ���  
�< �  �� 	 0 ,  
 

913  0���$ � 0�� sin �: �� 	 0,      �� ( 0,     sin � ) �,    �$ �  3��  � 	 0, 
 

+� 	 #=>  ,   + 	 ?#=>  ,                                                   (4) 

 

- 	 2.+ 	 2., �3� ,        / 	 1- 	 12. ,3�� .  
 
Poprawność rozwiązania moŜemy potwierdzić, wykorzystując ideę zastępczego, 
dyskretnego układu mas skupionych, równowaŜnych płytce wyjściowej. Zakładając 
w naroŜnikach cztery jednakowe masy skupione �", a w środku płytki masę ��, 
otrzymujemy: 
 4 �" � �� 	 0,      4 �"7�√28� 	 "A 0
2���,    �" 	 ""�  0,    �� 	 �#  0.         (5) 

 
Układ mas zastępczych w płytce kwadratowej pokazano na rysunku 4. Cztery masy 
skupione w naroŜnikach stanowią cztery wahadła matematyczne z linkami o długości �. 
Energia kinetyczna zastępczego układu jest zatem równa 
 �� 	 "�  4 B"�  �� �� � 	 "A  0 �� ���,                                          (6) 

 
i jest taka sama jak w równaniu (3)1. Energia potencjalna równieŜ nie ulega zmianie 
i równanie ruchu (4)2 pozostaje bez zmian. 

W przypadku cienkiej, poziomej płytki w kształcie trójkąta równobocznego o masie 0 
i boku �, zawieszonej w naroŜnikach na trzech poziomych linkach równieŜ o długości �, 
postępując identycznie jak poprzednio, zgodnie z oznaczeniami na rysunku 5, przy tej 
samej współrzędnej uogólnionej � 	 �
��, otrzymujemy: 
 

3�" � �� 	 0,       3�" C23 � √32 D� 	 112   0��,     �" 	 112  0,    �� 	 34  0, 
 �� 	 "�  3 B"�  �� ���,       � 	 �� 	 0�� 
1 � cos ��,   EEF  
�� � �� 	 0,           (7) 

 

�$ � 4��  � 	 0,    + 	 2 ?��  ,    - 	 2.+ 	  . , �� . 
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Rys. 4. Zastępczy, dyskretny układ mas skupionych w płytce kwadratowej 
 
 

 
 

Rys. 5. Zastępczy, dyskretny układ mas skupionych w płytce w kształcie trójkąta 
równobocznego 

 
3. WNIOSKI 

Podobnie jak w zadaniach przedstawionych w pracy [7], tak i w przypadku belki i płyt 
podwieszonych mamy do czynienia z układami o jednym stopniu swobody. Otrzymane 
w pracy równania ruchu, po zlinearyzowaniu, moŜna w łatwy sposób rozwiązać otrzymując 
ścisłe rozwiązania analityczne. Wprowadzenie zastępczych układów dyskretnych, o masach 
skupionych, dodatkowo ułatwia rozwiązanie zadań. 
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