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Plyta zzebrem, metoda elementow sk&ponych, stateczgdstatyczna,
wplyw sztywnéi zebra na obejzenie krytyczne

STACHURA Stawomit

ANALIZA STATECZNO SCIPLYTY Z UWZGL EDNIENIEM WPLYWU
SZTYWNOSCI ZEBRA

Plyta sama w sobie jest istotnym elementem kortsfjukm o szerokim zastosowaniu
w budownictwie. Réwrde przekroje cienkétienne np. dwuteowe, fmmsé ich
poszczegolnycftianek jest wyznaczana z poziomu utraty statecznwdelu ptytowego.

W pracy rozpatrzono problem wyboczenia ptyty wziooepzebrem, ktére to wydatnie
podwysza jej odporn&’ na utrak statecznéci. Do analizy stateczwoi zastosowano
meto@ elementéw skizzonych, bowiem urdwvia ona obliczenia stateczsd, w funkciji
wszystkich istotnych parametréw fizycznych i gegremtych oraz wizow.

STABILITY ANALYSIS OF A PLATE
TAKING INFLUENCE OF RIB STIFFNESS INTO CONSIDERATIO N

Plate in itself is an important structural elemeait broad application in building.
Also thin-walled sections, e.g. I-sections and lazmpacity of their respective walls
are determined from the level of stability losplate model.

In the paper a problem of buckling of a plate remnaed with rib is considered. Such rib
significantly increases plate’s resistance to difbiloss. For stability analysis finite
element method has been used, which method albality computations as a function
of all essential physical and geometric paramegard constraints.

1. WSTEP

Konstrukcje plytowe $ powszechnie stosowanymi elementami snymni w
budownictwie. Na og6t wowczas przytine obcizenie uytkowe ma kierunek prostopadty
do powierzchni plyty i pracuje ona w stanie eaipwym. Gdy obcizenie plyty jest
przytozone w ptaszczyzansrodkows, to dla plyty rzeczywistej wysgpi powlokowy stan
napezen, ktéry maze spowodowa jej utrat statecznéci. Zwiekszenie odpornii ptyty na
wyboczenie mge by wykonane poprzez zastosowan@bra.

2. SFORMULOWANIE ROWNA N
2.1. Model cagly ptyty

Dla ptyty izotropowej obeizonej w ptaszczinie srodkowejny, n, i w kierunku do niej
prostopadtym przez ohgienieq, rownanie rownowagi statycznej ma paésth
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Rys.2.1. Plyta zebrem przegubowo podparta ha obwodzie

2 2 2,
DD“W=nXa \;V+nya \;V+2qa W (2.1)
0X oy oxoy

Po przykciu obchzenian, =g =0 oraz rozwazania w postaci ugciaw

. MK . Ny
wW=W_, ,Sin——Ssin—-= 2.2
ma SIN—=sin— (22)

dla brzegow przegubowo podpartych piyty, otrzymamygatek krytyczny
2 2
nz[mb nzaj _ ES® 772(mb+ nzaj

b’ a mb) 1di-v2)?(a  mb

Nyyr = D (23)

a mb
Naprzenia krytyczne
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Oy = =D—| —+— — | —t+—
TS M a mb -v2|p*l a mb
2 2 2
= Eﬂ22 (é] m_b+ﬁ :0’0/] (24)
15(1—|/ j b a mb
gdzie przygto jako napgzenie poréwnawcze

Er? (JY
0y 3(—)1 - (b] (2.5)
Wykres wartéci mnaznika A obcizenia krytycznego w funkcji diugoi bokéw, dla piyty
zamieszczono ha rys.3.2, jest krzyhR

W przypadku ptyty wzmocnionggbrem o dostatecznie zBj sztywndci, to jest takiej,
ze zebro pehi ra¢ linii podziatu na péifale dla postaci wyboczenigwayty, wystapi
wzrost wartéci obcihzenia krytycznego.
Naprzenia krytyczne plyty zebrem dane jest zaieoscia [1]
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gdzie bezwymiarowe wspétczynniki
a =alb, B,=EJ,/IbD, y,=A,/lb0 (2.7

charakteryzuyj ksztatt ptyty oraz wzghne sztywnéci zebra na zginaniesciskanie.
Najmniejsza wart&€ napezenia krytycznego piyty zebrem zalgy od liczby poffalm
(przyjeto n=1 na kierunku nie obgtonym) i dana jest zataoscia [1]

m=—9 (2.8)

41+28,
Wyznaczona ze wzoru wakhm potéwek sinusoidy jest licabcatkowits, do dalszego
zastosowania wybieramy dwiessednie dla wartii m liczby catkowite i podstawiamy do
wzoru na napgzenie krytyczne (2.6), wybiergg ostatecznie war§é o, ta mniejsz.
Istotnym jest take dob6r minimalnej sztywoi wzglednejzebra, aby byto ono lini
weztowa podziatu deformaciji ptyty przy wyboczeniu. bt skorzystaze wzoru [1]

2
_22%@+2y), 1{, a®
Byr —Tﬂ > 1+F (2.9)
gdzie mnanik A dotyczy plyty bezebra.

W lit. [1] zamieszczono tade uproszczone wyzania na wielké¢ S, .

2.2. Model dyskretny ptyty

Model dyskretny piyty jest spagdzony za pomag metody elementéw skezonych.
Wykonujac analiz statecznéci ptyty winien by zastosowany element powlokowy, ktéry
pozwala na obatenie w plaszczsnie srodkowej i w ptaszczinie do niej prostopadie;.
Zakladajc skaiczone przemieszczenia naje uwzgkdnic wzajemny  wplyw
przemieszcae poprzecznych i przemieszézew plaszczynie $rodkowej. Takie
oddziatywania uwzgldnia teoria diych ugec¢ cienkich ptyt - teoria Karmana. Przyjmuje
ona nasipujace zataenia [4]:

a) ptyta jest cienka, to znaczy gruiiéch jest o wiele mniejsza aitypowy wymiar dtugéci
w plaszczynie piyty,

b) wielkos¢ ugiecia W, jest tego samegogdu co grubé piyty h,
c) katy ugiecia s, mate, to znaczydw/ X <<1 i |av/ ¥| <<1,

d) przemieszczenia w plaszczye srodkowej u i v sa nieskaiczenie mate, a wt w
zwiazkach geometrycznych uwzghia st tylko te czlony nieliniowe, ktére zale od

przemieszcze prostopadtych do ptaszczyzéodkowej tj. |dw/ & i |dw/ &,
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e) wszystkie skladowe stanu odksztalceniansate, a wic zwiazki fizyczne spetniaj
prawo Hooke’a,
f) sity na powierzchniach réwnolegtych do ptaszczyZmydkowej & pomijalne, a wic
0,,=0 (hipoteza Kirchoffa),
g) normalna do pfaszczyznyrodkowej jest prosta i prostopadta do powierzchni
odksztatconej (hipoteza Kirchoffa), co oznacza,pomija st wptyw sit poprzecznych na
ugiecia.

Zgodnie z hipotezKirchoffa przemieszczenie dowolnego punktu powlaknosi

an N
u, =u(xy) - z;, Uy =V(X,y) = ZE, u, =wW(X,y) (2.10)
W opisie Lagrange’a stan odksztatqaaskiej powtoki jest wyrzony tensorem odksztaltce
Grenna i wobec przgfych wyzej zatazen poszczegoine sktadoweda nastepujce

A dw 1(0‘1/\/)2 X Pw 1(13/\/)2
gy =——Z—+=| — Ey=——Z—*+-| —
¥ " 2y

yxy=é+ﬂ—22 oW +d—Nd—N (2.11)

K ¥ XKy KK
Podstawiamy powksze zalenosci do wyraenia na energi wewrgtrzm
odksztatcenia powtoki, kt@rzapiszemy w postaci

U =%J.(£TD£+0'TK)dV (2.12)
v
Pierwszy czlon energii wyznaczymy przy uwgjlieniu liniowych sktadnikow
odksztalcenia tarczowego i ptytowego z wygmia (2.11). Natomiast drugi czlon energii
zawiera nieliniow cze$¢ w zalenosci (2.11), zaznaczanprzez xk (sa to wyrazy
uwzgkdniajace odksztalcenia wzdiue powtoki spowodowane jej ugiem). Wyrazy te

wyznaczone$z pola przemieszcaea wic podlegaj wariacji przemieszcze Napkezenia

o' traktujemy jako wielkéci dane, a zatem nie podlegeg wariacji. Wéwczas mima

wydzieli¢ energé¢ deformacji stanu tarczowego (stan membranowy)sapi polem
przemieszcze u i v oraz stanu ptytowego (stan zgiowy) opisany polem przemieszdéze
w (rys.2.2).

Energia wewatrzna odksztatcenia stanu tarczowego wynosi

gy e

- sztywnd¢ tarczowa.

Eh

gdzie: D, =
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u,

Rys.2.2. Element powtokowy

Natomiast energia wewtrzna odksztalcenia stanu ggiowego
2 2
D 2 2 20 32 2
Ug:_gJ‘ dw+dw _2(1_V)z9wé'w_ Jw Qv+
2 d(Z WZ d(z 4/2 d(w
\%

1 w1 ) 1 o\ dw

Eh’
12(1-v?)

[axx,ayy,rxy] - 3 napkzeniami stanu membranowego.

Z drugiego czionu (2.14) wyznaczangdbie macierz sztywrigi geometryczne;j.
Do opisu stanu membranowego zastosujemy 4tdjk element tarczowy, zado opisu
stanu zgiciowego tréjlatny element plytowy.

gdzie: D4 = - sztywnd¢ zgieciowa,

Stan membranowy

Stosujc do opisu pola przemieszazdrojkatnego elementu tarczowego funkcje
ksztattu w postaci wielomianu liniowego dwoch znmgoh, we wspé6irzdnych
powierzchniowych, otrzymamy

LOL 0L O

u(x,y) | _ )
[V(X,y)}_ 0 LLOL 0L q=Ng (2.15)

. 1
gd2|e:Li:E[ai+QX+Ciy], =X Y~ %Y By Ve GEXX

(dlaij,k =1,2,3), S pole powierzchni elementu,
q = [ul,vl,uz,vz,us,v3] - wektor przemieszcaewgztowych - rys.2.3.
Zaktadajc ptaski stan napzen, pole odksztataezapiszemy w postaci
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b O b, 0 b 0
£XX u’X
E=|Ey |=|Viy =2—180(:l 0 ¢, 0 clg=Bq (2.16)
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Rys.2.3. Element tarczowy

Zwiazki fizyczne opisujce pole naprzen dla izotropowego elementu tarczowego anaj
post&

lv 0
JXX
E
0=|0y =(1—2) v1i O =D& =DBq (2.17)
-v
Ty 00 (1-v)/2

Zatem macierz sztywroi tarczowej dan:al jest zafhnéci;(
kk= j B'DBdV = hsB"DB (2.18)

'
gdzie:h - grubd¢ elementu.

Stan zgieciowy

Do opisu pola przemieszazev prostopadlych do powierzchfriodkowej trojkatnego
elementu plytowego (rys.2.4) zastosowano fupkeyyrazora we wspohzdnych
powierzchniowych

w= [f11’ f120 fiz Fors F200 T3, fa1, T, f33]q =Fq (2.19)
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gdzie:qT :[\Nl’@(b%bWZ'@(Z’%2’W31¢§<3’%3] v B =ﬂ, R =——,
¥ 28

fii= L1|,1+ Ll, +Llg - 15~ L%]

1 1
f1o = _Y12[Li|-2 +E L1L2|-3} + yﬂ{ Lol +E LlLZL?J

1 1
fi3= _X21[ L, "'E L1L2|-3} + X13[ Lol +E LlLZL?J

natomiast pozostate funkcje otrzymamy przestawiayklicznie wskaniki 1,2,3.

Rys.2.4. Element plytowy

Zwiazki geometryczne dla powtoki :iastpujace
T
2 2 2
a°w a°w 5 J W} - Bq

- d(z ! - WZ ! d(w
gdzie: X, Xy Xxy - S 0dpowiednio krzywiznami.

Macierz sztywnéci liniowej elementu ptytowego wyznaczamy z zaleci
11-11

kp =IBTDde=s_[ .[ BTDBdL,dL,
0 O

Vv

< rotos] <]

(i=1,2,3)

(2.20)

(2.21)
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lv 0
3
gdzie:D:1 Th LR 0 jest sztywnécia ptytows.
-V
00 (1-v)/2

Caltkowanie zalznoé(;i (2.21) mana _vvykoné w nastpujacy sposob

-3 oo et o (e )
{(at]deot]) e

Ostateczna, postanacierzy sztywngi liniowej ptaskiego elementu powtokowego jest
sumy macierzy sztywn&i stanu membranowego i zgiowego.

Macierz sztywnasci geometrycznej elementu powtokowego

Zakladajc, ze decydujce znaczenia podczas utraty stateéznma stan deformac;ji
membranowej, a Wt wywotany przemieszczeniami, gamy pominé katowe stopnie
swobody. Wéwczas przemieszczenie w kierunkweasipiszemy tak, jak w kierunku osi
y. Bedzie wic

u
W,=|v|=|0 L O 0 L0 0 L 0 |q (2.23)
W

gdzie: qT :[ul,vl,wl,uz,vz,wz,u3,v3,w3].
Wyznaczajc poszczegolne pochodne, drugiejesct zaleznosci (2.14) (przyjmujc
W= w,), bedzie

bb O Ob, 0 0Ob,0 O

=—|0 b 00 b 00 b, 0|g=B,q (2.24a)

0 ObO O0b, 00 b
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¢ 0 0c, 0O 0cg 0O O
ANy _ _
7—— 0 ¢00 ¢c00 ¢ 0jg=Byq (2.24b)

0 0c 0O O0¢c, 00 g

Podstawiajc (2.24) do dru_giej e&ci wyrazenh w (2.14), otr_zymamy macierz sztyw4od
geometrycznej

kg = kgxx + kgyy + kgxy (2.25)
1
kgxx = Ea-xthI Bx (a)
K=o hB! b
gyy‘EUyy ByBy (b)
_1 T T
Kgxy = Erxyh ByB, +By B, (c)

Dla tak sporzdzonego algorytmu wykonano autorskie programy kaemowych
obliczen [2,3] i przeprowadzono anatiprzyktadowej ptyty zzebrem.

3. WYNIKI OBLICZE N PLYTY | WNIOSKI

Rozwamy ptyte przegubowo podparina catym obwodzie zebrem umiejscowionym
w polowie szerokéri b, przedstawiom na rys.3.1. Dane materialowe i geometryczne

wynosz: E =2.1010°[MPa],v =0,3, grubdé¢ J = 001[ni, o = 7830[kg/m”.

o,6b

T, + 0,4,

7zebro

pliielily
rrregernt

a

Rys.3.1. Plyta zebrem wzditnym przegubowo podparta ha obwodzie

Przylazone obcizenie w plaszczinie srodkowej, powoduje wyspienie napgzen
normalnych, dla ktérych okéémy naprzenie poréwnawcze (jednakowe dla ptytyebra)
w postaci
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Oy = e (éjz (3.1)
°"1201-v2)\ b '
oraz parametryebra (modelowanego elementemtpwym)
B,=EJ,IbD, y,=A,/bo (3.2)
napezenia krytyczne &da wyznaczane jako
Oy = Ao, (3.3)
Analizujac stateczn& statyczm ptyty z zebrem, obliczano wyznacznik postaci
||< —/lKg(aO)| =0 (3.4)

uzyskupc mnaznik obcizenia krytycznegol , dla r&znych stosunkéw wymiaréw plytg/b
oraz rénych parametrowebra 5, i y,. Wyniki obliczer przedstawiono na rys.3.2.

Poréwnujc otrzymane wyniki z metody elementéw skmonych z wynikami
analitycznymi uzyskanymi w lit. [1] mima stwierdz ich dobra zgodni, dla przedziatu
wartasci a/b (04+ 30). Tak np. dlaa/b=1,0 wyznaczona waré wynosi A =4,0019,

natomiast wart& otrzymana analitycznie td = 4,0; oraz odpowiednio dla ptyty zebrem
przy B,=5 1 y, =02 otrzymanoA =9,972 (wartcs¢ analitycznal =10).

200 C

w

[w]

lI\I|III\‘IIII|\III|I\\I!II\\|IIII‘I

0.3 0.8 1.3 1.8 2.3 2.8 3.3 3.8
Rys.3.2. Wykresy zdtesci A = f (a/b) dla r&nych parametrow sztywsa zebra

Dla ptyty z zebrem krzywaCE wyznacza postawyboczenia z dwoma poéffalami w
kierunku prostopadlym daebra. Tak np. dlaa/b =1 napezenia krytyczne wynosz
Oy =1720,, s wigc 0 okoto 4,3 razy wksze ni dla ptyty bezzebra (krzywaAB).
Mozna zatem w diym stopniu zwikszy odporndé plyty na jej wyboczenie przy
relatywnie niewielkim wzrécie masy, spowodowanym wypieniemzebra.

Widoczne lokalne zwkszenia wartéci A sa spowodowane przyrostem liczby poffal
postaci wyboczenia.
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