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STATECZNOSC POWLOKI WALCOWEJ POD OBCl AZENIEM
HARMONICZNYM

Przedmiotem pracy jest zagadnienie stateé@ndynamicznej powtoki walcowej
pod obcigzeniem harmonicznym, przgtmym w plaszcZpie srodkowej. Utrata
stateczngci powtoki wzdtanie sciskanej dynamicznie, zyziana jest z wygpieniem
rezonansu parametrycznegoeny drganiami podinymi i gietnymi. Badanie tego
procesu wymaga uwzglnienia w réwnaniach ehiczkowych ruchu osiowych sit
bezwladnéci jako, ze drgania rezonansu prametrycznegp w8ynikiem wymiany
energii drga: podienych i poprzecznych. Wyniki analiz przedstawionpostaci
map (Ince-Strutta) obszarow niestatecznych oraglpegéw drgd gietych powtoki.

STABILITY OF CYLINDRICAL SHELL LOADED WITH HARMONIC FORCES

The subject of this paper is a problem of dynartabibty cylidrical shell loaded
by the harmonic forces. Loss of stability of thellsltbaded dynamic comression
axial forces may by interpreted by the parameteezanance between longitudinal
vibration and transverse vibration. Examination thfis process must take into
account axial forces of inertia. The maps of unigtareas and deflections of shell
is received.

1. ROWNANIA RUCHU

Mate drgania githne powtoki pod obaerzeniem wzdlanym sciskapcym opisane &
réwnaniami liniowymi [3]
D o+ pd—2 D4W+£ﬂv+ pd—zﬂ“
h X2
W pracy, przygto model obcizenia w postacip(t) = ap® + fp? cos& , (gdzie parametry
a i B s mnaznikami poszczegdllnych egci obchzenia catkowitego). Stosa metod
elementow skiczonych [1], otrzymano réwnania ruchu postaci
MG+Cq+(K —aA-B/7 cosk)q=0 1.2)
gdzie; odpowiednio macierze! — masyC — ttumieniaK — sztywndci, A4, IT orazK, -

w=0 (1.1)

wstepnych napgzen oraz sztywnéci geometrycznej.
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W obliczeniach przyto model ttumienia Rayleigha, ponieivdla drga wymuszonych
stacjonarnym sygnatlem harmonicznym zstacia 6, w strefie rezonansowej, w ktorej
ttumienie jest istotne zachod# =« (« - czestas¢ drgar whkasnych uktadu); wowczas
macierz ttumienia mma zapiséa

cq= Zg(K -Kg) (1.3)

gdzie: y - oznacza stosunek ttumienia rzeczywistego do itoia krytycznego, zwany

ttumieniem postaciowym lub wspotczynnikiem strat.

Zaleznosé¢ (1.2) stanowi uktad réwmiatypu Mathieu. Takimi réwnaniami opisane jest
zjawisko dynamicznej utraty stateczonbukiadu [2], zachodtej na skutek wyspienia
rezonansu parametrycznego. Do analizy tych réwmazna medzy innymi stosowé
metody bezp@edniego catkowania numerycznego oraz metody zaldeel rozwizanie w
postaci szeregow, do ktérej nafemetoda bilansu harmonicznych [2, 4].

2. METODA BILANSU HARMONICZNYCH

Uktad rowna (1.2) ma rozwgzania okresowe o okresadh 2T, a zatem wyznaczone
dla tych rozwazaa czstdsci beda stanowdé granie obszaréw niestatecznych
(rezonansowych) i statecznych (nierezonansowych).

Zalozymy rozwizanie uktadu rowna (1.2) w postaci nieparzystego szeregu Fouriera o
okresie2T [1]

= 5 inlka +b, costka 21
q k::L3,5,...(akS|n2 k COS; két) (2.1)

gdzie: a, i b, - wektory niezalene od czasu, o wymiarze globalnych stopni swobody
uktadu.

5 ! . N
K-aA-—6'M - 0 -26c
4 2ﬁﬂ 2
1 1 1, 1
-—[Al K-oA+-@AI-—-6'M --6C 0
2 4 2
1 1 1, 1
0 —6C K-oah=_[Al--0M - /I =0
ac 0 lﬂﬂ K-oA 93214
- - - ——v!
2 2 4
(2.2)

Podstawiajc (2.1) do (1.2) otrzymamy jednorodny algebraicakiad rowna, dla ktérego
warunkiem istnienia niezerowych rozwan jest zerowanie i nieskaiczonego
wyznacznika (2.2).
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Analogicznie jest z uzyskaniem rozwania (1.2), j&i zatozymy rozwihzanie w postaci
parzystego szeregu Fouriera o okrdsie

[

= by * 2'2;6””(ak sin_ két +h, cos; k) (2.3)
otrzymamy nieskficzony wyznacznik postaci
7 1
K—-aA-46'M —E,SH 0 0 —-26C
1 >
- Eﬁﬂ K—-aA-6M 0 - 6C 0
0 0 K —alA — Al 0 =0
1 5 1
0 ac - E,BH K-aA-60M ' - E,51‘[
1 2
26C 0 0 - E,SI_‘I K—-aAN-46°'M

(2.4)

Zatem, analiza statecziwp dynamicznej konstrukcji polega na wyznaczeniangs
obszar6w rezonansow, to znaczy wyznaczeniu fumizegtosci wymuszeniad = f (a, ) ,
w dziedzinie mnenikbw obchzenia. Przy pomirciu ttumienia pocatek obszaréw
rezonansowych rozpoczyna svedtug zalenosci

20, j=123,...
g, 04 [J . j (2.5)
p p=123...
Dla czstdci whasnej w,; jest odpowiednio: przp = 1 jest 4901 = 20,01 i jest to rezonans
gtéwny, ktory rozpoczyna giod podwojnej cgstosci wiasnej; dlap = 2 jest 6; =y -
rezonans poboczny, dia= 3 jest 8, = (2/3)a,; i jest to rownié rezonans poboczny, itd.

Wyznaczniki (2.2) i (2.4) & wyznacznikami o nieskmzonych wymiarach (i as
bezwzgtdnie zbigne [1]), a zatem liczba wyrazéw, ktore uwadiimy rzutuje na
dokltadnd¢ wyznaczonych estosci w nastpujacy sposéb. i z wyznacznika (2.2)
utworzy¢ podwyznacznik zaznaczony linpunktows, to wyznaczany jest gtéwny obszar
niestateczny, a doktadnie jego pierwsze przgnie. Podwyznacznik ten odpowiada
przyjeciu postaci szeregu (2.1) dla= 1. Dalej dlak = 3 zwikszana jest doktaddé
rozwigzania giébwnego obszaru niestatecznego i wyznaczamybnie nagpny poboczny
obszar niestateczny, ktérego patek rozpoczyna siod wartdci 6, = (2/3)a; , itd.

Wartcsci czgstosci 6y, zawarte w przedziale dwdchssednich cestasci 6, i 001- +1
wyznaczaj przedziat rozwizan niestatecznych - obszar rezonansowy, np. o okiieisiT.
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Natomiast obszar zawarty edizy rozwhzaniami o dwoch rinych okresachr i 2T jest
obszarem rozwian statecznych.

3. OBLICZENIA STATECZNO $CI DYNAMICZNEJ

Rozpatrzono powtako ksztatcie paneli walcowej (Rys.3)1 podpard przegubowo na
calym obwodzie [5]. Dane materialowe betonu B45ebmetryczne & nastpujace:

E =3.4010°[MPa], v =0,2, gruba¢ J =10[cni , dhugasci i szerokéci mierzonej wzdhi
tuku kotowegob=10[m], wyniost@¢ f = 0,15[m], promi@ R = 83,3[m].

R=83,3[m]
1.0
A ]
b) .
0.8 =
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0.2
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Rys.3.1. a) model powtoki, b) krzywa rownowagiysiate]
Na powtok; dziata obcizenie zmienne w czasie, wywaodagj napezenia

2
o(t)=ao, + fo,cosi, gy = %(gj (3.1)
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Do obliczey, przygto odpowiednio wartei obchzenia statego:a O {0; 1,5; -1,5} i
wyznaczono obszary rezonansowe pierwszych cztemddwp = 1, 2 ,3, 4 pierwszej
czestasci wlkasnej, przedstawiono na Rys.3.2.
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Rys.3.2. Granice obszaréw dla p=1,2,3,4 pierwszgjtasci rezonansowe).

Widocznym jestze obszary niestateczng i3ajwicksze dlap =1 - rezonansu gtéwnego.
Jednake, w przypadku tzw. rozmizania s wymuszenia” cgstasci wymuszenia znapd
sig¢ w pozostatych obszarach rezonansowpch 2, 3, 4. Uwzgidniajac ttumienie, aby
wystapit rezonans potrzebna jest pewna niezerowa Wamtzbokasci modulacji S - o

wickszej wartéci dla wyzszych redéw rezonansowych.

4. WYZNACZENIE DRGA N POWLOKI ZA POMOC A ZMODYFIKOWANEJ
METODY NEWMARKA CALKOWANIA BEZPO SREDNIEGO

Calkowanie bezpwednie réwné ruchu oparte jest na dwoéch ideach; po pierwsze,
zamiast spetniaréwnania ruchu (1.2) dla dowolnej chwilito naley spetné te réwnania
tylko w dyskretnych chwilach, w odlegicd At jedna od drugiej. To oznaczage
poszukiwana jest rownowaga statyczna uwdgilajaca wptyw sit bezwtadnii i ttumienia
w dyskretnych punktach czasu; po drugie, zmiangmieszczg, predkosci i przyspieszé
zaktadane sw kazdym przedziale czaslt .

Na wstpie zakladamyze wektory przemieszcaeq,, predkosci ¢, i przyspieszé ¢,

w chwili 0 3 znane i przyjmiemyze rozwizanie (1.2) jest poszukiwane od chwilido
czasuT. W rozwizaniu, czadl jest podzielony na rownych przedziatow czasowychit
tj. 4t =T /n, a stosowany schemat catkowania élagrzyblizone rozwizanie dla chwili
0, 4,24, ...,T.

W metodzie catkowania Newmarka podstawowe vignéa, na aproksymagpredkosci
i przemieszczenia w chwili+ 4t s nastpujace:
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Gea = G +[L-0); + Fhs At (4.2)
. 1 ). _.
Oprpp = + G At +(At)2[(§_ath +O'Qt+ﬂt} (4.2)

gdzie: @ i 0 s parametrami, ktore okékaja doktadndc¢ i stabilng¢ metody. Zaktadag
pewne statgrednie przyspieszenie, to jest przyjawjparametry a =1/4 i 0=1/2,
otrzymamy zmiag przyspieszenia, jak na Rys.4.1.

Y

e

—

G +dra)

t t+ At
Rys.4.1. Zaltenie stalegaredniego przyspieszenia

Wyznaczajc z (4.2) przyspieszenig,, , i podstawiggc do (4.1), otrzymamy zataosici
Gispt | Grese W funkcji przemieszczenig,, , (oraz znanych wargei ¢, ¢; i q;)

. 1 . o1 ).
Gion =— g | Qe — 0 — Gt — (4t [——ajq} (4.3)
i+ 2t d(At)z [q a ~ %~ ( ) 2 ;
o o o
] =— - )+ 1-— (g +4 1-——|§ 4.4
O+ at it (qt+At qt) ( ﬁ]qt ( Zﬁth (4.4)
Podstawiajc powyzsze zalenosci do rowna ruchu (1.2), dla chwili czastu+ At
MGisp +COtea + Ko =0 (4.5)

gdzie: K=K —aA - [l cos& .
Wadwczas réwnania ruchu postaci

1 o ~ 1 1 1
M+--C+K gy = M| —=— g +—— @ + =——-1g, |+
(ﬁ(ﬁt)z as ]q‘ a (ﬁ(ﬁt)ZQt an (257 ]‘*J

o o . o ..
+ C(ﬂ g + (E —1th + A‘{5 —1th) (4.6)

Z powyzszego uktadu wyznaczamy wektor przemiesacgg 4 , a nasipnie z (4.3) i (4.4)
wyznaczymy przyspieszenid, 4 i predkosci ¢, 4 -

Algorytm bezpdredniego catkowania réwnha ruchu metod Newmarka,
zmodyfikowany dla rowna ruchu (4.5), o zmiennej macierzy sztywoio

K =K —ad - BII cos& , przy zerowym wektorze wymuszenia sitowego - jesttpujacy:

A. Obliczenia wsipne
1. Utworzenie macierzy: sztywém K, masyM i ttumieniaC
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2. Zadanie pocgkowych wartdci: ¢y, ¢, i Gy
3. Wyb6r diugéci kroku czasudt i wartasci parametrowd i a
oraz obliczenie statych catkowania,

= 1 a :i a :i a :i—l a :é—l
% ala’ Taa’ P aa’ U 2a T a7
a5=%[€—2j, 8= 4(-0), a,=dh

a

B. Obliczenia na typowym kroku czast
1. Utworzenie efektywnej macierzy sztywnob K
K=K+ pM +a,C
gdzieK =K —aA - BII cos&
2. Rozkiad macierzf(~
K =LDL"
3. Obliczenie efektywnego wektora ofp@nia
Rea = M (800, + a6, + a5t )+ Clayg, +ayd, +ast)
4. Rozwizanie wzgtdem wektora przemieszaza chwili t + At
LDL sy = Res
5. Wyznaczenie wektorow przyspieszeniagdosci w chwili t + 4t
Grean = aO(qt+At - Qt)_ a0 — ash;
Orsar = G 360 +@70s

Metoda Newmarka jest bezwarunkowo stabilna [1] dla 05 i @ = 025J + 05)?;

zazwyczaj przyjmuje sio =0,5ia = 0,25. W metodzie tej nie wygtuje tzw. ttumienie
pasaytnicze, ktére powoduje niestabiktonumerycza rozwiazania.

Przechodzc do wynikéw rozwazania powloki, w postaci przebiegow dfiggrys.4.2),
mozna zauway¢, ze utrata stateczgoi statycznej powtoki jest typu przeskoku (Ryst3,1
co znajduje potwierdzenie w przebiegu drg@rys.4.2); wyznaczone przebiegi dfiga
dotycz punktu centralnego powitoki. Zjawisku przeskoku aomysz zawsze drgania, z
ktorymi zwiagzana jest dodatkowo energia kinetyczna, powgduj krétkim czasie wzrost
amplitudy do bardzo diych wartdci.

Przyicie duego tlumienia, take nie ogranicza warfoi amplitud. Rownig,
wprowadzenie rozegajacego obcizenia statego ¢ < 0), w malym stopniu wptywa na
ograniczenie amplitud rezonansowych.
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a) przebiegi drga@ rezonansu rau pierwszego p = 1
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d) przebiegi drgd rezonansu rdu trzeciego p = 3
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Rys.4.2. Drgania rezonansowe powtoki
5. WNIOSKI

Dla rzeczywistych konstrukcji budowlanych, na opardzo ztgonych, przy analizie
statecznéci dynamicznej, otrzymamy zapis réwnauchu typu Methieu, do rozwdania
ktorego efektywna jest wowczas metoda bilansu haitaaych. Ponadto, stosigi metod
elementéw skiczonych maemy rozwizat szerolg klas; konstrukcji rzeczywistych, o
dowolnych parametrach konstrukcyjnych z uwdgieniem wptywu istotnych czynnikow
jak np.: dodatkowe obgienie state, tumienie, imperfekcje geometrycznkdigzeniowe.

Poréwnujc zastosowane w pracy dwie metody analizy statéczndynamicznej,
mozna stwierdai, ze uzyskanie rozwkania w postaci obszaréw statecznych i
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niestatecznych za pompcmetody bilansu harmonicznych, jest zdecydowanieiemn
czasochtonne, aimetod, catkowania bezpmedniego. | ostatna, mazna traktowa raczej
jako weryfikupca dla metody bilansu harmonicznych: wysit czy nie wysipit rezonans
parametryczny ukladu, przy ustalonych wéetach parametrove, £, y, 6 ukladu.

Uogdlniajc, jezeli zmienimy sztywn& uktadu poprzez dodanie ohzénia wsgpnego
rozciagajacego, to jest mdiwym, aby uklad aktualnie rezonansowy przeksztaido
uktadu nierezonansowego. Natomiast, wprowagzapbcihzenia wsgpne sciskapce,
zmierzamy do przeksztatcenia ukladu w rezonansdBtgbilizacja uktadu za pomgc
obciazenia ws¢pnego jest tym bardziej skuteczne, ingkgiza jest sztywng uktadu na
kierunku przyktadanego ohgienia, bowiem wéwczas moa wprowadzi wieksz wartasé
obciazenia wstpnego.

W przypadku konstrukcji o charakterystyce typu pkoku dla statycznej utraty
statecznéci, jaka posiada analizowana powitoka, stabilizacja za pamobchzenia
wstepnego rozeigajacego jest w bardzo matym stopniu skuteczna.
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